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作者 从 事 数学 研究 已 经 三 十 余年 了 。 本 书 是 
作者 在 长 期 研究 中 所 得 到 的 一 部 分 数学 新 成 果 的 
总 结 。 它 是 用 一 种 近乎 统一 的 想法 对 数学 多 种 专 
是 进行 分 析 的 尝试 。 

逼近 转化 论 与 泛 系 方法 论 是 五 十 年 代 和 七 十 
年 代 ， 在 我 国 先后 发 展 起 来 的 两 个 横断 性 数学 新 
研究 课题 。 作 者 是 创始 人 之 一 。 在 著作 中 ， 作 者 | 
发 表 了 一 些 不 同 于 国际 文献 上 的 新 研究 成 果 ， 复 
到 了 许多 新 型 的 定理 ， 同 时 亦 用 新 观点 、 新 方法 
或 新 形式 推广 、 补 充 或 发 展 了 国际 上 几 十 种 已 有 
定 评 的 研究 。 通 过 反复 地 修改 、 充 实 和 提高 。 但 
愿 作 者 的 劳动 化 作 一 支 歌 ， 加 入 初学 者 的 合唱 ， 
献 给 祖国 科学 的 春天 ! 
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数学 中 的 泛 系 概念 


科学 技术 的 发 展 ， 促 进 了 学 科 的 急剧 分 化 ， 也 促进 了 学 科 在 
新 的 基础 上 的 辩证 综合 .不 受 传统 分 题 的 束缚 ,从 不 同 的 角度 考虑 
学 科 的 交 缘 或 统一 ， 日 益 得 到 了 广泛 的 重视 。 现 代 科 学 技术 的 辩 
证 综合 倾向 与 整体 化 趋势 ， 大 大 促进 了 许多 新 的 综合 性 学 科 、 交 
缘 学 科 、 横 断 学 科 、 软 科学 的 诞生 与 发 展 。 

现在 人 们 已 认识 到 ， 广 义 的 系统 、 转 化 、 对 称 及 其 关系 是 涉 
及 许多 学 科 分 支 和 事物 机 理 的 概念 。 它 们 的 数学 研究 有 希望 把 许 
多 科学 原理 、 概 念 和 方法 联系 起 来 。 这 是 涉及 数理 科学 、 系 统 科 
学 与 方法 论 的 一 种 交 缘 或 横断 性 的 研究 。 这 种 跨 学 科 的 多 面向 的 
研究 ， 现 在 就 叫做 泛 系 方法 论 ， 也 叫做 泛 系 理论 或 泛 系 分 析 。 

事物 集 E 及 其 一 定 的 联系 HC 也 叫 泛 结构 ， 记 为 HCJxLE),，M 
为 参 变 集 ) 形成 的 统一 体 S= (E,H) ,就 是 形式 泛 系 。 用 它 可 以 描 
述 广义 的 系统 、 转 化 与 对 称 。 泛 系 或 者 指 形式 泛 系 ， 或 者 指 广义 
的 “系统 。 转化。 对 称 ”的 统称 ， 但 是 更 主要 的 是 作为 一 种 研究 
群 的 标 名 ,广义 的 系统 与 转化 概念 侧重 事物 的 联系 与 运动 。 广 义 
的 对 称 或 泛 对 称 概念 侧重 的 是 变 与 相对 不 变 、 自 由 与 约束 的 联系 
与 转化 。 像 联系 运动 一 样 , 泛 对 称 也 可 证 明 是 事物 中 普 适 的 概念 ， 
原型 与 模型 、 形 式 与 内 容 、 质 与 量 、 可 能 与 现实 、 一 般 与 特殊 、 
抽象 与 具体 、 肯 定 与 “否定 的 否定 ”等 等 ， 这 些 相当 普遍 的 关系 
的 某 些 方面 都 具有 泛 对 称 性 .一 般 的 系统 与 转化 概念 本 身 就 潜 含 
了 泛 对 称 性 。 事 物 关 系 中 的 一 些 基本 关系 有 宏 微 、 动 静 、 局 整 、 
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形 影 、 因 果 、 观 控 、 串 并 、 模 拟 , 生 克 , 泛 序 ( 包 括 优 劣 与 主 次 )、 
集散 、 界 同等 ， 它 们 简称 为 泛 系 关系 ， 它 们 的 某 些 形式 往往 可 转 
化 为 泛 对 称 。 与 逼近 论 和 拓扑 学 有 关 的 基本 概念 是 远近 关系 ， 它 
可 用 泛 系 关系 从 不 同 角度 进行 模拟 ， 因 而 也 与 泛 对 称 的 概念 联系 
起 来 另外 ,不 同 泛 对 称 的 转化 可 看 成 一 种 更 高 级 形式 的 泛 对 称 ， 
叫做 N 泛 对 称 。 它 是 许多 科学 原理 、 规 律 与 方法 表现 的 共性 形 
式 。 

数学 是 辩证 的 辅助 工具 和 表现 方式 ， 是 研究 事物 的 形式 与 量 
的 侧面 的 科学 。 学 科 间 交流 的 活跃 、 不 同 领域 材料 的 综合 整理 ， 
向 科学 本 身 提出 了 许多 本 质 上 的 新 问题 ， 也 刺激 了 数学 对 新 的 基 
础 的 研究 。 数 学 也 像 其 它 学 科 一 样 ， 其 中 绝 大 部 分 内 容 都 是 在 研 
究 某 些 系统 、 转 化 与 泛 对 称 的 内 容 ， 只 不 过 更 侧重 形式 与 量 的 方 
面 和 更 发 挥 了 传统 数学 抽象 性 的 特点 罢了 。 数 学 与 泛 系 理论 从 不 
同 的 角度 、 不 同 的 剖面 来 分 析 事物 ， 并 横贯 了 不 同 的 科学 问题 。 
另外 ， 泛 系 理论 也 对 数学 的 不 同 研究 提出 了 一 些 新 的 、 近 乎 统一 
的 看 法 。 

D 几乎 现代 所 有 的 数学 研究 都 是 研究 形式 泛 系 (E,H)， 特 
别 是 H 为 一 级 或 二 级 联系 或 关系 ，HCGLE), НЕ) (具体 
定义 见 第 九 章 )。 更 多 地 是 研究 一 种 泛 代 数 系统 ，HCW1G，G = 
UEtI，1, 为 参量 集 族 . 

(2》 大 多 数 重 要 的 数学 概念 与 定理 表现 为 泛 对 称 ， 特 别 是 N 
泛 对 称 。 例 如 ，N5ether 型 定理 研究 规范 不 变性 与 守 便 性 两 类 泛 
对 称 的 转化 ， 动 力 体系 的 一 般 理论 中 ， 主 要 研究 的 各 种 稳定 性 与 
周期 性 《两 类 泛 对 称 ) 的 转化 等 。 拓 扑 学 中 的 基本 转化 是 连续 映 
射 与 开 映射 ， 它 们 分 别 表征 对 开 集 的 赋 形 守恒 性 与 投影 守恒 性 两 
类 泛 对 称 。 几 乎 一 切 重 要 的 拓扑 学 定理 ， 都 可 表现 为 由 上 述 两 类 
泛 对 称 诱导 出 的 其 它 类 型 的 泛 对 称 。 例 如 ， 开 集 赋 形 守 便 导 致 各 
种 分 离 性 、 紧 致 性 、 连 通 性 、 收 敛 性 、 闭 性 、 闲 包 人 性 、 局 部 联通 
性 、 局 部 凸 性 等 ， 都 是 投影 守恒 的 。 在 一 定 条 件 下 ， 也 导致 闭 性 
等 赋 形 守恒 ， 并 对 自我 映射 保证 不 动 点 存在 ， 等 等 。 代 数学 与 泛 
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系 分 析 也 证 明了 一 系列 的 守恒 性 定理 与 N 泛 对 称 定 理 。 而 绝 大 多 
数 的 数学 推广 都 表现 为 泛 系 模拟 与 部 分 保 构 扩展 这 类 泛 对 称 。 

(3) 泛 系 关系 的 研究 与 应 用 ， 涉 及 当代 数学 的 所 有 专题 。 而 
形 影 关系 与 局 整 关系 又 是 生成 各 种 数学 结构 的 基础 的 关系 ， 特 别 
形 影 关 系 的 研究 与 应 用 ， 部 分 统一 了 诸如 抽象 代数 、 КОРТА 
积 空间 理论 、Fuzzy 集 论 的 许多 问题 ， 也 涉及 超 复 数 及 某 些 分 析 
概念 的 推广 。 

(4) 泛 系 理论 引入 了 泛 系 变量 的 概念 ， 它 是 一 种 特 化 的 泛 对 
称 性 。 它 既是 实 函 数论 中 的 可 测 函 数 ; 又 是 拓扑 学 中 的 连续 映射 
还 是 概率 论 中 的 随机 变量 ， 也 是 Fuzzy 集 论 中 的 乏 晰 变量 与 乏 晰 
集 的 一 种 概括 。 

《5) 一 种 广义 的 形式 化 可 定义 为 共同 的 影 系统 的 建立 或 提 
取 。 这 对 数学 的 特点 提出 了 一 种 新 的 解释 模型 。 

(6) 泛 系 理论 引入 的 泛 模拟 概念 代表 了 当代 数学 研究 中 非常 
广泛 的 一 类 转化 。 

ЖИ, KEJILA, МЕ ЛИ, ЗОН ЖАУ, 
Klein 的 Erlangen 提纲 、Birkhoff 的 格 №, Bourbaki 学 派 的 结 
构 观 、 范 畴 论 、 泛 函 分 析 、 代 数 模 论 、 泛 代数 学 等 ， 都 是 从 不 同 
角度 对 数学 研究 进行 统一 或 部 分 的 统一 的 理论 。 而 泛 系 理论 则 考 
虑 了 一 些 新 的 观点 ， 同 时 研究 了 许多 不 专属 纯 数 学 的 问题 。 

本 书 具体 地 研究 了 许多 数学 专题 ， 它 们 都 可 由 与 泛 系 理论 相 
联系 的 一 种 近乎 统一 的 想法 串联 起 来 。 

空间 、 代 数 结构 、 变 域 等 都 属于 一 般 的 系统 函数、 算 子 、 
映射 、 空 间 的 变换 、 性 质 与 关系 的 变动 等 ， 都 属于 事物 的 转化 ， 
они, и, ВЕ, ЕН, НУ, 5, ИЕН 
缺 度 、 解 析 性 与 保 角 性 、 方 程 、 嵌 入 限定 与 扩展 、 协 调 与 周期 性 
等 等 ， 都 在 不 同形 式 下 含有 泛 对 称 。 这 些 系 统 之 间 的 转化 ， 以 及 
转化 的 转化 和 泛 对 称 的 转化 ， 就 是 横贯 不 同 专题 而 近乎 统一 的 主 
题 。 按 传统 分 题 来 说 ， 本 书 有 属于 泛 函 分 析 的 新 的 探索 ， 有 差分 
方程 、 限 单元 法 、 样 条 函数 逼近 、 变 分 方法 等 数值 数学 的 一 些 新 
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的 基础 研究 ， 有 解析 函数 与 等 角 写 象 的 边界 性 质 和 泛 函 空间 的 其 
入 定理 ， 有 复 函 数 构 造 具体 转化 原则 的 推导 和 高 维 多 项 式 逼 近 的 
探讨 ， 也 有 代数 系统 和 泛 系 理论 本 身 某 些 概念 的 介绍 .。 

本 书 中 ， 我 们 引入 了 赋 半 序 范 空间 的 概念 。 它 以 赋 范 空间 及 
拓扑 空间 为 特例 ， 并 兼顾 两 者 的 特点 ， 研 究 了 算 子 方程 及 空间 转 
化 的 稳定 性 问题 ， 求 得 了 方程 或 空间 转化 的 扰动 误差 ( 原 收敛 性 ， 
原 误差 ， 包 括 截断 误差 和 舍 入 误差 的 概念 ) 到 方程 解 的 误差 (次 
收敛 性 、 次 误差 ) 的 定量 转化 关系 。 对 方程 、 空 间 转 化 、 算 子 、 
解 等 ， 在 一 定 条 件 下 都 可 用 半 序 空间 的 元 来 赋 范 。 这 时 ， 对 于 线 
性 赋 半 序 范 空间 的 线性 转化 族 的 一 致 连续 性 与 一 致 有 界 性 等 价 ， 
而 稳定 性 与 道 转化 一 致 有 界 性 等 价 ， 并 且 次 误差 与 原 误差 是 同 级 
的 。 对 于 线性 拓扑 空间 之 间 的 线性 转化 族 ， 建 立 了 原 收敛 性 、 稳 
定性 、 次 收敛 性 、 逆 一 致 有 界 性 等 泛 对 称 的 转化 关系 。 对 于 差分 
方程 及 泛 函 方程 的 稳定 性 ， 以 Мейтапп, Lax, Richtmyer, 
Mignot, Канторович, Люстерник, Мейман, Рябенький, 
Филиппов 的 已 知 各 种 结果 为 特例 ， 并 把 各 种 稳定 性 以 及 有 关 证 
明 统 一 起 来 。 

完全 性 与 封闭 性 是 两 种 泛 对 称 性 ，Banach 定 理 指 出 它们 是 
等 价 的 。 推 广 于 赋 半 序 范 空间 线性 半 群 不 完全 、 不 封闭 的 情况 ， 
新 的 泛 对 称 性 用 残缺 度 与 逼近 度 来 度量 ， 本 书证 明了 它们 是 相等 
的 。 

我 们 还 精密 化 了 Михлин 关于 Галёркин 方法 的 收敛 性 定理 ， 
并 求 出 了 误差 估计 。 在 相同 条 件 下 ， 按 能 量 范 数 ，Tanépran 解 的 
误差 与 能 量 最 优 逼近 度 是 同 级 的 ， 相 当 于 两 种 泛 对 称 度量 的 转化 
关系 。 对 特征 值 也 得 到 类 似 的 结果 ， 并 且 讨 论 了 ATK 型 算 子 的 
全 连续 性 及 对 一 些 用 于 微分 方程 的 条 件 ， 对 一 般 椭 圆 型 方程 的 估 
计 比 Hnpus 的 结果 好 。 

算 子 变 分 、 互 易 集 与 互 易 算 子 、 凸 算 子 等 概念 的 引入 ， 使 古典 
变 分 法 得 到 了 进一步 的 讨论 。 所 得 到 的 一 些 关 系 ， 即 使 在 传统 泛 
函 的 情况 下 ,也 是 新 的 . 且 把 通常 二 次 泛 函 的 极 值 定 理 , 推 广 到 了 
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пят. 我 们 还 引入 了 算 子 方程 新 型 的 H 广 义 解 ， 它 与 变 分 问题 
有 一 种 自然 的 联系 ， 这 可 看 成 是 另 一 组 泛 对 称 之 间 的 相互 转化 。 
这 种 转化 还 可 以 把 单 边 变 分 原理 概括 进来 。 

Banach 代 数 和 赋 范 环 可 看 成 一 种 数 域 的 推广 , 是 一 种 新 的 超 
复数 ,在 其 上 的 非 线 性 泛 函 分 析 ， 可 因 这 种 观点 的 引入 而 带 来 某 
些 新 的 面貌 。 它 引导 到 一 类 算 子 方程 的 解法 ， 并 在 新 的 形式 下 继 
承 了 古典 分 析 与 古典 函数 论 的 某 些 内 容 。 其 中 ， 环 的 可 交换 性 、 
微分 或 变 分 的 方向 无 关 性 、 积 分 的 路 径 无 关 性 和 某 些 方程 的 可 解 
性 ， 这 四 种 泛 对 称 有 一 种 内 在 的 联系 。 赋 范 环 微 积 的 进一步 推广 
即 为 泛 环 和 解析 泛 系 逻辑 。 

本 书 的 一 个 中 心 是 基于 MSP 转 化 原理 建立 一 种 可 叫做 逼近 转 
化 分 析 的 理论 ， 它 是 一 种 特 化 的 、 有 丰富 具体 内 容 的 泛 对 称 转 化 
分 析 。P 转化 原理 实际 上 是 许多 〈 不 同 范 数 意义 下 的 误差 )》 转化 
定理 、 反 定理 (包括 某 种 Paley-Wiener 型 定理 与 抽样 定理 ) 和 
许多 嵌入 定理 《包括 有 关 函 数 的 扩展 及 边界 性 质 ) 的 有 关 算 法 的 
一 种 统一 概括 。 例 如 在 一 定 条 件 下 ， 由 上 一 P+ 的 已 知 估计 即 可 
对 /所 对 应 或 等 价 的 〈 可 能 属于 另 一 空间 的 ) Ж/. 的 17。- НР, 
ВИЛЫ. Н Ж аЖ ИТ, | ,为 另 一 对 应 范 数 。 

基于 MSP 转 化 原理 及 其 它 具 体 的 分 析 ， 从 新 探讨 了 多 变量 实 
函数 构造 、 泛 函 空间 的 区 入 不 等 式 、 高 维 直 交 多 项 式 级 数 、 三 角 搬 
补 等 问题 。 除 得 到 许多 新 型 的 结论 外 ,我 们 还 可 得 到 HakompcKHA， 
Бернштейн, THMaH， Ильин, Харрик 及 Zygmund, Marcin- 
kiewicz 等 的 一 些 定理 的 改进 与 推广 。 其 中 有 一 类 反 定 理 不 是 由 
连续 模 的 形式 给 出 的 ， 而 且 三 角 插 补 还 给 出 了 应 用 第 四 转化 引 理 
的 典型 例子 。 

本 书 还 发 展 了 带 域 调和 分 析 . 包 括 带 域 解析 函数 的 边界 性 质 ， 
复数 域 上 的 Fourior 变换 ， 解 析 概 周期 函数 ， 整 函数 的 逼近 和 用 
逼近 论 方法 证 明 嵌 入 不 等 式 等 问题 。 基 于 转化 概念 来 研究 带 域 函 
数 是 一 种 新 的 作法 ， 这 一 工作 包括 得 到 Besicovitch, Paley, 
Wiener, Wyle 和 Степанов 等 的 一 些 结果 的 改进 与 推广 。 
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现代 为 计算 数学 及 函数 论 的 基础 研究 所 关注 的 有 限 单元 法 与 
Spline 逼近 ， 都 是 一 些 特殊 的 分 区 多 项 式 逼 近 。 我 们 可 以 利用 转 
化 原理 来 研究 高 维 分 区 多 项 式 逼 近 在 各 种 意义 下 的 误差 ， 同 时 可 
得 到 高 维 Taylor 级 数 余 项 估计 用 连续 模 来 表示 的 新 形式 。 在 此 基 
础 上 ， 可 解决 Walsh 和 Ahlberg 所 提出 的 Spline 误 差 问 题 , 而 且 
比 预计 的 更 确切 。 

本 书 许多 结果 是 为 了 建立 复 函 数 构造 的 转化 理论 而 得 到 的 。 
从 而 研究 了 一 系列 关于 解析 函数 和 等 角 写 像 的 边界 性 质 和 坎 入 不 
等 式 ， 且 得 到 许多 新 的 Марков 型 定理 。 将 这 些 定理 可 用 于 转化 
定理 与 反 定理 ， 而 许多 反 定 理 又 产生 了 新 型 的 嵌入 定理 和 函数 延 
大 定理 。 书 中 还 有 一 类 直接 定理 和 反 定理 ， 也 是 不 用 连续 模 形 式 
给 出 的 。 另外， 我 们 推广 了 一 种 插 补 方法 ， 发 展 了 分 区 有 理 多 项 
式 副 近 与 统一 逼近 多 项 式 , 利 用 边界 性 质 的 具体 结果 与 转化 原理 ， 
我 们 建立 了 Faber 级 数 的 误差 转化 分 析 。 包 括 多 连通 集 或 不 连通 
集 上 统一 逼近 在 不 同 泛 函 空间 中 的 误差 估计 。 书 中 另外 一 些 结果 
包括 下 列 工作 的 推广 与 补充 :Kemasrmr 和 MepreraH 在 逐 段 光滑 区 
域 (或 曲线 ) 和 一 般 Jordan 区 域 上 的 直接 定理 ， 及 关于 Bieberbach 
多 项 式 的 误差 估 值 ， Walsh，Sewell，Russell 关于 误差 转化 ， 及 
用 有 界 函 数 来 逼近 的 工作 ，CMapHop，Catrleman 与 Szeg6 关于 直 
交 多 项 式 级 数 的 研究 : Kellogg 与 Seidel 关于 等 角 写 像 的 定理 ， 
Montel，Tsuji 和 Loomis 关 于 正规 族 和 调和 函数 的 结果 Fatou% 
于 Poisson 积分 的 定理 ; Babuska 的 不 等 式 ; Cauchy 型 积分 的 定 
理 ! 用 非 多 项 式 、 非 指数 型 函数 逼近 的 研究 :等 等 。 

本 书 也 部 分 地 简 括 和 介绍 了 泛 系 理论 的 概念 与 五 十 多 个 定 
理 。 并 发 展 了 泛 系 逼近 的 概念 。 本 书 将 传统 的 逼近 推广 为 泛 模拟 
之 类 的 广义 逼近 将 逼近 的 程度 变 为 了 某 些 性 状 或 结构 的 相对 保 
持 ， 因 而 变 成 了 泛 对 称 概 念 的 特殊 形式 。 且 有 逼 近 的 转化 变 成 了 N 
泛 对 称 的 模式 ， 在 这 种 框架 下 ， 我 们 把 重要 的 隐 函 数 定理 发 展 为 
隐 泛 系 定理 ， 把 不 动 点 定理 发 展 为 不 动 泛 系 定理 ， 并 研究 有 微 结 
构 的 不 动 泛 系 。 同 时 ， 发 展 了 泛 权 网 络 分 析 与 突变 分 析 ; 推广 了 
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Kakutaki 定 理 、Dilworth HEM, Bellman ЖЕ k Z ЖЕЕ 
分 解 原理 等 等 。 另 外 ， 由 于 泛 系 方法 论 在 学 科 发 展 与 应 用 中 日 益 
显得 重要 ， 我 们 在 附录 中 定性 地 综述 了 泛 系 方法 论 的 背景 、 内 容 
与 意义 。 


Е 


序 结构 ” 泛 对 称 与 转化 关系 


$1. 半 序 空间 的 一 些 基本 概念 


序 结 构 或 半 序 结构 是 具有 自 返 性 (zz)、 反 对 称 性 (z<, 
усл, х=), № Е (<y, u<z, Шасту 的 一 种 二 元 关 
<. 

设 E 为 域 K 上 的 线性 空间 ,其 上 定义 了 半 序 结构 过。 又 设 域 K 
也 是 半 序 的 ，^* 之 0， 和 NEK 有 意义 。 若 z>x + z 和 x 一 Az 是 保 序 的 ， 
则 互 叫做 半 序 线性 空间 。 

E 中 的 零 元 记 为 9:， 有 时 也 简 记 为 OCB ,的 零 元 有 时 记 为 9。 或 
0,)， 则 E 中 之 9 的 元 形成 一 锥 。 反之， 任何 E 中 之 锥 也 引伸 出 某 
种 半 序 关系 ， 这 就 是 半 序 线性 空间 的 锥 序 转化 关系 。 锥 是 一 种 变 
域 的 约束 ， 锥 与 序 表 述 一 种 特定 的 泛 对 称 。 

车 对 于 任意 的 z-，yEE， 存 在 z<EE， 使 得 :<z2，y<z， 并 且 
如 果 z<u，y<u，uEE， 必 然 4 宝 z。 这 时 半 序 线性 空间 E 就 叫做 
有 限 备 的 ， 并 记 z= zVy 或 2= sup(7,y)。 同 时 , 称 z 为 x 与 y 的 结 或 
у ЭЕ Хх, = zV0, х. = 《~z)V0, |z|=zV 《~7), 分 别 叫 做 
z 的 正 部 、 负 部 和 绝对 值 。 

对 于 有 限 备 的 半 序 线性 空间 E 中 任意 一 组 元 素 (z1)1.1 АЖ 
意 标 号 集 )， 满 足 关 系 式 &>z;，t EI GHPERBu<z), Wu Em 
做 со 的 上 界 〈 相 应 地 叫做 下 界 )。 若 (т) 有 上 界 , 并 且 存 在 


最 小 的 上 界 z*， 则 z* 叫 C) 的 结 或 上 端 。 类 似 地 定义 交 或 下 端 
Te, ЖЖЖ 


х*= \/ х‹ = supz,, T,= Д\х‹=їлїх,, 
{УС лал БҮ" аат 


车 对 任何 有 界 的 《zt:) 都 有 上 端 ， 则 BE 叫做 备 的 半 序 线性 空 
间 。 当 I 为 可 数 集 时 ， 则 E 叫 做 o 备 的 半 序 线性 空间 。 

车 1 为 定向 半 序 集 ，(z1) EC 人)，(z1) ECY 分别 表示 G) 
ЖЕЛЕ НЕ НЯ. ВЫ, DEC о, v o) 表示 
буе Е G) 中 每 个 标号 是 升 定向 的 , 而 对 O 中 每 
一 标号 是 降 定向 的 。 例 如 ДЕ (1., V) 表示 依赖 于 定向 标 
Эт, у, ZERE (f) 对 z，2% 是 升 定向 的 ， 而 对 z 是 降 定向 的 。 

若 (zD)E( 人 2，supz' = c， 则 记 z с, ЖИЕ Хг, (с, 

车 有 si +0, |e—z |<, АЖ (т) 为 (0 ОЖ ЕЕ, 并 
记 为 (0)- lima = „йл „лә, 车 (0 ) 极 限 存在 ， 它 必 是 唯一 
的 。 | 

E 中 有 上 下 界 的 集 也 简称 是 (0 ) 有 界 的 。 对 于 o 备 的 B， 可 像 
通常 分 析 一 样 建立 ( 0 ) 上 极限 与 下 极限 。 而 且 ， 可 证 有 ( 0 ?极限 
的 充 要 条 件 是 ( 0 ?上 下 极限 相等 ; 另 一 充 要 条 件 是 Cauchy 判 别 法 
成 立 ， (0 ) 一 lim [|z,—z,| = Ө, 


可 以 像 传统 数学 分 析 一 样 ， 建 立 级 数 收敛 和 函数 连续 性 的 概 
念 ,也 可 以 讨论 在 测度 空间 中 取 值 于 有 限 备 或 " 备 的 半 序 线性 空间 
的 抽象 函数 的 积分 。 

É © 是 有 限 备 的 半 序 线性 空间 BE 中 某 一 正 元 素 族 , 为 某 定 
向 序 集 ， (2) 为 Ce) 收敛 于 z。 EE。 指 对 任何 给 定 的 e€ Ce), 
存在 t。= fo(e)ET， 当 t 壹 fo 时 ， 有 jz -zol<e。 这 时 记 〈e)- 
limz, = zo 或 х-”> ru。 显然 ， 这 种 形式 的 极限 不 一 定 是 唯一 的 。 
在 一 定 条 件 下 ， 例 如 ，inf(e) = be， 则 可 保证 唯一 性 。 

有 限 备 的 线性 半 序 空间 E 中 的 集合 M 叫 做 有 界 的 (e)。 指 对 于 
任何 eE (e)， 存 在 -~ wEK，c>0，c= c(e)， 使 得 对 zE M 有 |z| < 
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Qe， 且 0 与 x 无 关 。 
车 要 讨论 几 组 不 同 的 (2) 时 ， 我 们 将 在 (e) 周 围 标 以 适当 的 记 
号 以 示 区 别 。 


$2. G 空 间 等 价 定理 与 线性 半 群 


2.1 设 E 为 某 一 集合 ，F 为 某 一 有 限 备 半 序 线性 空间 ，p:E? 
ЕХ (Восс, у) =pCy,7))， 则 三 元 组 《E,F,p) 或 E 称 为 G 空 
间或 半 序 距离 空间 。 这 时 F 中 的 ( 0 ) 收 敛 与 (e》 收敛 概念 以 及 有 
界 概 念 就 可 引伸 出 E 中 相应 的 概念 。 例 如 ，Z,,，yEE, (0)~lim 
zr=y， 是 指 ( 0 )-limp(z,,g) = 0+. 

#р>0, WEG ZH., #1 pCx,y) = 9 与 z=y 等 价 ， 则 B 叫 
с. 

G 空 间 是 一 类 与 一 般 拓 扑 空间 一 样 广泛 的 系统 ， 而 且 一 般 不 
能 由 后 者 包括 。G 空 间 有 某 种 度量 ， 有 某 种 形式 收敛 的 概念 ， 所 
以 便于 处 理 一 些 数学 问题 。 

设 (e) 是 F 中 某 些 正 元 的 集合 ， 四 元 组 (E, F, p, (2)) RE 
Ш (e) G 空 间 。 类 似 定义 (8)G+ 与 (6)G* + 空间。 在 (e)G 空间 中 ， 
用 (e) 来 圈定 其 收敛 概念 。 

设 给 定 两 个 (2)G 空 间 (E;，F;，pi, (г);), Н=1, 2, А: 
E,—E,, # (2), —Них, = za 导致 (2): —limAz,= Az., ЖА 
在 z。 处 连续 或 为 (e)1(e) :连续 。 相应 可 定义 (0 )(e) 连 续 ,(e)(0) 
连续 等 等 。 

车 A 把 有 界 集 变 为 有 界 集 ， 则 称 A 为 有 界 或 (2),《e), 有 界 。 
类 似 地 可 定义 其 它 意义 的 有 界 性 。 

车 E 为 线性 空间 〈 域 仍 为 KK， 与 F 的 域 同 )， 且 p 对 平移 是 不 变 
№: PI, =р(т-у, Өк), ДЇ G 范 空间 ， 并 把 o(z,6s) 记 为 
=], Æ Œ, F, р) ВЖЕ, Е, |.|). ЖЫЕХ (e)G 范 空间 ， 
等 等 。 并 相似 地 定义 各 种 收敛 性 、 有 界 性 以 及 映射 的 连续 性 和 有 
Я. Я E, Fi |+], ©), 1=1, 2, УФС 
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М, A:E,—E,, МСЕ,, {РФДА МЕ, ECE, Ж k(e,)€ K, 
REDO 《我们 一 般 设 K 是 有 限 备 的 半 序 域 ), 使 得 | z |, Се, > 
e1，k(e1) 与 TE M 无 关 ， 这 时 车 对 任 给 的 2 € (2),， 有 m= m(k， 
е,)>0, Ах], <те,, ШАВ) Се), (е), Н 

对 于 有 限 备 的 半 序 域 K， 著 jzl = А1100, X€ K, МВ 
Зе Сар) 齐 次 的 ， 相 应 的 G 空 间 叫 С, 范 空间 。 类 似 定义 
《2)G*!* 范 空间 ， 等 等 ， 

(se)Gi+ 范 空间 的 概念 很 好 用 ， 以 后 我 们 将 证 明 ， 它 包括 一 般 
的 线性 拓扑 空间 , 且 只 要 对 Ce) 加 一 些 条 件 就 可 成 为 拓扑 空间 。 

现在 我 们 来 讨论 线性 〈 即 可 加 齐 次 ) 算 子 的 连续 性 与 有 界 性 
的 一 个 转化 关系 。 

定理 1。 给 定 (e)Gi 范 空间 (E Fi |+); (D, A:E,— 
已 :为 线性 〈 今 后 记 为 4E (E ,一 E,)*)，K 为 实数 域 ， 并 且 满 足下 
列 条 件 

BCC 1), 对 任何 e1 € (2)!， 存 在 r:0<r<1, 使 得 re! Є (e); 

BC( 2 )， 对 任何 Ee;，e1 ECe);， 存 在 hi>>0， 使 得 ei 过 hie! (Ri 
Бе, e; HR). 

则 4 为 (2)1(2), 连 续 的 充 要 条 件 是 A 为 (e)1(e), 有 界 。 D 

Ж. 这 里 有 界 性 是 指 对 任何 给 定 的 和 >>0，siE (e), |zl < 
和 Xe， 存在 o> 0 与 > 无 关 ， 使 得 14zl:<oe:。 由 条 件 BCC2 )， 不 
难看 出 ， 只 要 适当 地 改动 X，a， 有 界 性 的 条 件 与 si 的 选择 无 关 。 
因此 ， 对 线性 算 子 ， 我 们 总 是 可 选 定 M= 1， 而 且 当 (《e);€ BC(2) 
时 ， 可 事先 把 e; 选 定 ， 不 然 6; 要 求 是 任意 的 。 

定理 的 证 明 ， 充 分 性 。 即 由 4 的 有 界 性 证 明 4 的 连续 性 。 因 


为 4 是 线性 的 ， 只 要 证 明 A 在 be, 连 续 即 可 。 即 设 zi 一 > ge， 求证 


Az, 一 98, ，+E1，1 为 定向 集 。 
我 们 要 证 明 ， 对 于 任 给 的 eE (e),， 存 在 to。E1, 当 t 之 to 时 ， 


Az], <е. 首先 ， 由 于 zi 一 >be,， 并 且 由 条 件 BC( 1 ) 知 对 任何 
EAn, Are, © (8):， 故 对 任何 给 定 的 2， ЖЕ, Сп). 
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щі}, leli <re,, ЖИ ЗА, "т, Се, ,再 
利用 和 4 的 有 界 性 可 得 ， 当 1 二 ft,《 n) 时 有 


| a( A сю ) | <ое,, 


利用 i" 中 的 齐 次 性 与 4 之 线性 ， 有 
[Аз |, «тое, 
H 284FBC(2), ЖЖЕЛЕЕ>0, Ще, <ke， 因 而 щі, (п) 
时 
Ах, «тоге, <mapey 
又 因 r<1， 故 选取 充分 大 的 n=no。， 使 rsok<1, Xij, ЩЕ 
=t1(no) 时 ，jAzil;<e。 充 分 性 得 证 ， 
必要 性 。 若 4 为 连续 ， 而 设 A 无 界 。 这 时 可 以 选 z, EE, 
ltali <е,, HAr, |, <ne RRL. ЗН, Лор, <е:/п. 设 . 
06 (8), 是 任 给 的 ， 则 由 条 件 BCC2)， 有 k, 使 得 e1 <k,6。 因 而 
||, 


选 充分 大 的 n= mi， В <, Аи | 2— | <о, 由 于 ee 


Ce) ,是 任 给 的 ， 故 二 一 > ge 。 
由 于 4 的 连续 性 ， 也 应 有 
(е), -limA (Эз) 05, 
п 


Tis 


因而 对 于 es: EE, Жп, =ne), n>, | 


Kers WEA, |. <не, 而 这 与 由 假设 4 的 无 界 性 导出 的 结果 
Жи. 

定理 证 毕 。 

从 证 明 中 我 们 看 到 ， 在 证 明 充 分 性 时 FR ER (e), 满足 
BC( 2 )， 而 在 证 明 必 要 性 时 ， 并 不 要 求 (e) ,满足 条 件 BCC 1 ), 因 
此 有 
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定理 1*。 БА:Е,>Е, HRE, K 为 实数 域 ， 4E) Є 
BC( 1), (€) EBCC 2 ) 时 ， 可 由 A 之 有 界 性 导致 A 之 连续 性 。 当 
(в), EBC(2) 时 ， 可 由 A 之 连续 性 导致 A 之 有 界 性 。 0 

注 ， 对 有 界 性 线性 算 子 4，|zl <e: => Az] <Ве:, Ж 
的 8 的 下 确 界 记 为 141 或 者 Al со з leuw ЖИРА 
的 G 范 数 ，((E:-B)*，R，| | ) 就 是 一 个 G3 范 空间 。 若 
BE，,，Es, 为 (a)G#+ 范 空间 ， 可 以 证 明 (CE >E)", R, |+] сео) 
是 G3!* 范 空间 ， 这 里 R 为 实数 集 。 

对 于 有 界线 性 算 子 A, 显然 可 得 到 下 面 关于 误差 转化 的 结果 ， 

由 zs = 2» ||, 壹 nC0)e1 可 导致 

ДА (а = 2, |, ЗА е,, 

我 们 现在 来 讨论 算 子 族 的 问题 。 我 们 仅 限 于 讨论 OCHE 
间 的 情况 ，。 

设 给 定 了 (es)Gi 范 空间 ( 族 ): (ЕЁ, Fa, |12, a) ТЕТ 
/为 任何 标号 集 。A,E (Е-Е), EEO: 处 对 1 一 致 连续 的 . 即 指 


对 任 给 的 e€ (2);:， 存 在 不 依 7 而 变 的 6E (e)-， 使 得 |zl7< 0 之 
14,xlt<e。 对 A1E (Е; Е)", 则 是 对 多 空间 E7 的 一 臻 连续。 
所 亩 41, 对 1 一 致 有 界 ， 是 指 对 任 给 的 e: © (e)*， 存 在 不 依 9 而 变 的 
B= В(е_, е,)2>0, #3 
lel е => Ах <Ве,. 

定理 2 (第 一 等 价 定 理 )。 А, Е (E;—E;)* 在 条 件 BC(i)， 
i= 1，2， 下 ， 对 一致 连续 的 充 要 条 件 是 4, 对 ?一致 有 界 的 。 D 

证 明 。 充分 性 的 证 明 完全 类 似 于 定理 1 的 相应 部 分 

为 了 证 明 必 要 性 ， 我 们 引入 二 新 的 (e)Gi 范 空间 (Е,, Ft, 
|, (2)=), E,= {Cyr Y, EEF} = II, 按 普 通 的 积 集 方 
式 B: 成 为 一 线性 空间 ，F* = Р.Н ЛОРАН, Са)» 
(Бә. BREF фа,>6, ТЕТ. (г) е = (е) EFi, 其 中 所 有 
Же Не). ЖЕЛ, Ше,= =. (2):。e4 不 因而 变 ， (2)+ 与 
(2): 势 相同 。 上 (yw) = у) ЄЮ, FRERE Ers 
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Е*, es, (єу*) 是 两 个 (e)G; 范 空间 。 

这 时 定义 算 子 4E(E_-B:) 为 Ar= (Ах) (Є), ARRE 
线性 的 。 我 们 要 证 明 4 是 连续 的 ， 即 lz 必 -> gr- => Ах, [+ 
Lar, BERBEC), НА Те, = esE (8)+， 而 由 АХ 
的 一 致 连续 性 ， 知 存在 6E (8). ДА «а, 
因而 导致 |4zi+<e， 所 以 A 是 连续 的 。 利 用 定理 1， 知 4 为 有 界 ， 
а е = [Ах|*< | А] cee! = СА) о et 这 里 e+ € (ey* 
是 任 选 的 ， 我 们 自然 可 以 选 ! 的 成 分 e, WEWERE, EE H 
1Azl* «Ако e+ 就 导出 了 A, 的 一 致 有 界 性 

[=]: < г. ==> ТА, <I CAD ee Ere 
定理 证 毕 。 

在 必要 性 的 证 明 中 同样 只 用 到 条 件 (e)-E BC( 2 )， 因 此 有 定 
理 2 的 推广 形式 

定理 2*。 {Ж A,E(Ei-~>Bi)*， 则 当 (e)-EBCC1)，(e),E 
BC( 2 ) 时 ，A, 之 一 致 有 界 性 导致 一 致 连续 性 。 当 (e)-EBCC2) 
时 ，4, 之 一 致 连续 性 导致 一 致 有 界 性 ， ü 

#1. 设 (e)Gi 范 空间 (ЕЗ, F., elfs (e)a) WEBCO), 
1=1，2， 则 T,E (E+ 一 E-)* 具 有 一 致 连续 逆 算 子 的 充 要 条 件 是 存 
在 不 依赖 于 7 的 z>>0 使 得 |T,zl7<e- 一 >lzli<rei。 n 

Ж2. 4€) EBCC1), (е), Е BC( 2 ) 时 , 系 1 的 不 等 式 导 致 
T7! 的 存在 并 一 致 连续 。 著 仅仅 (2)- EBC( 2 )，T; 的 一 致 连续 导 
致 系 1 不 等 式 成 立 。 0 

现在 我 们 用 定理 2 来 研究 方程 族 4,e, = g,。 

一 个 算 子 方程 以 及 有 关 的 依赖 于 某 些 标 号 参数 ) 的 方程 就 
可 以 用 这 种 族 来 统一 描述 ， 而 且 这 个 原来 的 算 子 方程 可 以 看 作 是 
标号 7 到 茶 个 特殊 值 n。 EI 时 的 特例 .例如 A,.e,,> g,, 是 某 微 积分 方 
程 组 )， 其 他 的 4,e,= 9, 可 以 是 这 方程 的 某 种 近似 方程 或 摄 动 方 
程 族 ， 例 如 可 以 是 用 网 格 法 或 切片 法 形成 的 以 有 关 步 长 为 参量 的 
近似 方程 (组 )， 或 者 是 这 些 近 似 方程 由 舍 入 误差 而 形成 的 另 -种 
近似 方程 。 也 可 能 A1,e,, = g,, 本 身 是 差分 方程 (组 ), 而 其 余 的 Aie， 
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= gr 是 这 差分 方程 (组 ) H-T&AW2 RAJ, Ае, = 
9 为 微 积分 方程 时 ，A.e; = 9, 也 可 能 仍 是 微 积分 方程 ,只 不 过 要 简 
单 或 方便 研究 或 方便 计算 一 些 。 这 种 观点 给 我 们 带 来 很 大 方便 ， 
使 我 们 可 以 统一 地 处 理 计算 数学 中 方程 的 截断 误差 与 计算 过 程 中 
舍 入 误差 对 解 的 收敛 性 的 影响 ;使 网 格 法 和 切片 法 可 以 同时 考虑 
且 使 适 定性 与 名 种 稳定 性 也 有 了 某 种 统一 性 。 

方程 族 A,e, = 9; 叫 做 稳定 的 ,是 指 A7! 存在 并 且 对 1 一 致 连续 。 
传统 的 关于 微分 方程 和 差分 方程 的 适 定性 与 稳定 性 概念 大 都 可 用 
这 种 简单 的 术语 来 描述 。 在 [ 5 ] 中 把 差分 方程 的 适 定性 与 稳定 性 
分 开 ， 实 际 上 在 那里 稳定 性 只 是 一 种 特殊 的 适 定性 ， 即 对 9, 仅 按 
茶 些 成 分 扰动 时 要 求 A7! 的 连续 依赖 性 ， 因而 可 分 成 依 右 端的 稳 
定性 、 依 初 值 的 稳定 性 、 依 边 值 的 稳定 性 等 等 。 只 要 引用 一 点 初 
等 的 技巧 ， 就 可 以 把 各 种 定 解 条 件 〈 边 值 的 和 初 值 的 》 连同 原来 
的 方程 形成 一 个 新 的 方程 ( 族 )， 而 原 方程 〈 组 ) ИН, МИН, 
初 值 只 不 过 是 新 的 方程 〈 族 ) 的 右 端 %, 的 某 些 成 分 而 已 。 这 种 技 
巧 最 典型 的 方法 是 积 集 的 方法 (或 叫 积 空间 方法 )， 在 定理 2 的 证 
明 中 我 们 就 用 了 这 个 方法 。 只 要 适当 地 规定 (2)， 让 它 的 e 的 某 些 
成 分 为 零 元 (但 e 本 身 为 正 元 ), 就 可 以 讨论 这 些 成 分 不 动 的 情况 。 

为 了 对 这 种 观点 与 技巧 有 个 具体 的 认识 ， 作 为 对 比 ， 我 们 仍 
以 [ 5 ] 中 的 资料 来 讨论 之 。 

假设 在 以 IT 为 边界 的 区 域 D 内 ， 给 定 了 微分 方程 L, = f， 其 中 
wu 为 未 知 范 数 ，f 为 给 定 的 函数 ，LI 为 微分 算 子 , 并 给 定 了 边界 (或 
初 值 ) 条件 

10и) =, 在 Ti 上 (i=1, 2, +, 5), 

其 中 9; 为 给 定 的 函数 ，J; 为 算 子 ，T; 为 边界 的 一 部 分 。 不 同 的 Ti 
可 以 有 公共 的 一 段 ， 对 初 值 问题 ， 区 域 D 应 考虑 为 含 时 间 1 的 高 维 
空间 中 的 集合 (这 时 初 值 问题 在 形式 上 化 成 了 边 值 问题 )。 在 闭 区 
域 D+T 上 ， 对 于 任何 h 《对 于 0 之 h<h。 或 对 于 h=hi，h,，… 一 
0, 给 定 了 某 个 点 集 ， 我 们 叫 这 个 点 集 为 格子 网 D,cD+r。 假 
设 Ri 为 差分 算 子 ， 或 切片 法 产生 的 近似 于 原 微分 方程 的 算 子 ,或 
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是 这 些 算 子 在 计算 过 程 中 由 舍 入 误差 的 影响 而 产生 的 另 一 种 近似 
ЯТ, 它们 把 Pi 上 的 函数 ww( 可 以 适当 展 延 到 整个 D) 变 换 成 D? с 
D+T 上 的 函数 Riws。 在 Di 上 考虑 近 亿 方程 Rau = f, 其 右 端 定义 
在 D? 上 并 等 于 原 答 分 方程 的 右 端 ， 并 考虑 边界 ED RF 

ты (из) = Pri (i=1, 2, +-, $) 

Фи = СФ, ++, Ф,1м, 
L J 为 已 知 算 子 ， 值 域 是 D; 中 茶 些 所谓 “ 边 界 ” 点 Tn 上 的 函 
Ж. ЖЕР, 上 的 函数 u, ж ЖТ ulus 在 D? 上 的 函数 /定义 了 
Аа» 在 Ti 上 的 Pu EXT Alpullu i=l, +, 5), 
同样 对 D 上 之 函数 4EU， feF, PED, 相应 地 定义 范 数 是 
lulu, flr, 19:1, XEU, Е, ФИ, 

这 时 我 们 可 以 定义 -~ G, 范 空间 来 概括 前 面 的 叙述 。 参数 就 
取 为 hy As =L, L, +, L) Ah = (Ri ты, +, mso) Bi 为 
由 形 如 gs = (f, 9 ，…，9i) 的 向 量 组 成 ， 其 相应 的 成 分 的 定义 
域 是 不 同 的 ; Ес) Д0, = (f, P +, 0) ZARAR, E; 
为 由 形 如 es = (и, +, и) 的 s+1 维 向 量 组 成 ， Ei 为 由 形 如 e。 = 
C4，…,W) 的 s+1 维 向 量 组 成 。 4 对 ei 的 作用 是 相应 分 量 的 作用 ， 
Pinhon 

Аер = (Кш, РШ, ө, гый) 
ЈЕР, ЈК, КЭЭ, Н + EXA 

leslo = (iulu, ++, lulu), leir 

=(jujus + о), 

1915 = (Лк, Ге: 1.1), 

1061 = А, [Фе Пока, ,pislloss), 
RP (ЕЁ, Fal ЛОС И Б ЇН], AEO, оо)'*:, Д 
(Ef, Fa, || ež, (0, oo):+!) 为 (e)Gi 范 空间 。 而 原 微分 方程 以 
及 相应 的 差分 方程 《或 其 他 意义 下 的 近似 方程 》 连 同 有 关 的 定 解 
条 件 就 化 成 一 个 方程 族 Ases=gs， 且 原来 的 适 定性 和 各 种 意义 
下 的 稳定 性 都 化 成 一 个 统一 的 概念 :( 依 右 端的 ) 稳 定性 。 当 A 为 
线性 时 ， 在 系 1， 系 2 相应 的 条 件 下 ， 知 道 这 种 稳定 性 与 47! 的 一 
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致 有 界 性 是 等 价 的 ， 或 者 在 更 弱 的 条 件 下 ， 由 Ai! 的 一 致 有 界 性 
就 保证 了 方程 族 的 稳定 性 。Lax 和 Richtmyer 在 [6] 中 讨论 了 取 
值 于 Banach 空 间 的 一 类 特殊 的 微分 方程 的 初 值 问题 , 那么 方程 以 
及 有 关 的 差分 逼近 式 完全 是 我 们 这 里 讨论 的 算 子 方程 族 的 特 堵 ， 
而 他 们 所 用 的 稳定 性 概念 恰恰 是 用 我 们 这 里 的 所 亩 一致 有 界 性 的 
概念 来 定义 的 。 定理 2 和 定理 2* 及 其 推论 非常 一 般 地 发 所 了 稳 定 
性 、 适 定性 、 逆 算 子 一 致 有 界 性 的 联系 ， 也 给 出 稳定 性 判 据 的 一 
般 找 寻 方 法 ，[6]，[7] 中 的 许多 具体 工作 都 可 看 成 特例 ， 而 且 我 
们 可 不 限于 差分 方法 的 近似 。 

在 前 面 引 用 [51 的 微分 方程 的 差分 方程 的 讨论 中 ， Р, 
к, leols= lulu, Пед = аЛа 1 = (MAI + D alol: Y), 


loli = (МАА + Зац, ) №,№,2>0, 则 相应 的 一 到 有 
界 性 条 件 就 变 成 ， 存 在 某 一 常数 4>0， 使 得 


(МЛ D losl) s 
4-1 


шо МИ + Ум: )', 

当 D= 1 时 即 [5] 中 的 结果 。 由 此 可 以 看 出 , 由 于 有 关 的 G 空 间 不 同 
的 引入 方法 ， 可 以 讨论 不 同意 义 的 稳定 性 ， 因 而 有 不 同 的 稳定 性 
判 据 。 我 们 这 样 一 般 的 讨论 有 助 于 发 气 一 些 内 在 的 东西 ， 且 这 种 
讨论 可 以 很 简明 地 概括 和 总 结 已 有 的 一 些 工作 。 

定理 2 或 定理 2* 的 一 个 应 用 是 下 面 的 定理 。 

Жз HASHAR Ощ(ву—єВС(2), А, 一 致 连续 时 即 如 
IE), TCO EE ,6E4A,4 为 任何 标量 集 , 并 且 |z aa， -zy lli 
<&(Фе., ИЖ | 

А, (z, ~ ао) [+ САД Ede, D 

下 面 来 讨论 方程 族 的 截断 《收敛 ) 误差 与 《近似 解 的 收敛 
误差 的 转化 。 因 为 这 些 概 念 各 家 用 法 不 一 ， 所 以 我 们 要 给 这 两 个 
.17 。 


概念 定型 ， 特 别 是 我 们 这 里 讨论 的 是 一 般 的 方程 族 ， 原 来 所 谓 截 
断 的 概念 已 没有 意义 了 。 

对 于 方程 族 A,e, = 9,,er 是 它们 的 相应 解 . WANE ,也 有 意 
Жн, |MA,Ce,— еу 或 者 与 之 等 价 的 (Ares, -9,)- СА,е„— 
9 用 叫做 原 方 程 族 的 原 《 收 敛 ) 误差 , 相当 于 差分 方法 中 的 截断 
《收敛 ) 误 差 。 这 种 误差 一 般 是 可 以 直接 进行 估计 的 , 例如 当选 
得 同 为 E- 时 ， 对 任何 cE Е, XCA- g) СА„е— 9,) 170 
上 界 有 一 个 估计 ， 则 原 误差 就 可 以 得 到 估计 了 。 对 于 微分 方程 的 
差分 近似 或 切片 近似 ， 一 般 利 用 Taylor 级 数 余 项 估计 就 可 以 估计 


原 误 差 。 

HEKA, e, = g; 的 原 误差 记 为 yDD， 而 把 ce(WD) = |е, ~ elr 
вх кво RÆ. 

利用 关系 式 e1 ~ ep = A7 (Apen А,е,+9,-9,), 立刻 可 以 
得 到 ， 


定理 3 〈 第 一 等 价 定理 变形 )。 ЗАЖЕ ИЕН М, H 

是 线性 的 ， 则 方程 族 
А,е, = g, 

的 稳定 性 与 Ar ' 的 一 致 有 界 性 等 价 。 当 它 为 稳定 时 ， 并 且 (e) + 
EBCG2)， 则 由 原 收敛 性 导致 次 收敛 性 ! ВИЙ, 97606) + € Ho 
《2)， 并 且 方 程 族 原 收敛 ， 则 由 稳定 性 导致 次 收敛 性 。 同 时 ,倘若 
уст <ёСте,, еба) СА) | ene 50е, D 

这 一 结果 推广 了 Lax-Richtmyer 的 等 价 性 定理 中 关于 充分 性 
的 论断 这 一 方面 ， 而 且 给 出 了 误差 估计 的 一 般 形 式 ， 这 种 估计 的 
形式 又 以 [5] 中 的 许多 结果 为 特例 。 在 [5] 中 讨论 赋 范 空间 中 的 算 
子 方程 (KaaropopHq 定 理 的 变形 ) 与 讨论 具体 的 差分 方程 的 收敛 
性 时 是 分 开 进 行 的 ， 而 在 讨论 舍 入 误差 对 次 收敛 误 差 的 影响 时 又 
另外 相似 地 进行 处 理 。 我 们 这 里 完全 概括 了 这 三 种 情况 。 截 断 误 
差 和 舍 入 误差 等 等 都 可 以 归 入 原 误差 的 概念 之 中 。 而 由 次 收敛 
(误差 ) 导 致 原 收敛 《误差 ) 的 估计 则 已 经 反映 在 系 3 中 了 。TaMa- 
pKaH 关 于 微分 方程 组 的 近似 解 的 误差 估计 可 堵 成 是 定理 2 的 一 种 
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|, 

定理 3 的 结果 完全 可 以 推广 于 某 种 非 线 性 的 情况 。 下 面 就 是 
一 个 例子 。 

Ша ТС? СЕЈ, Ff, рі), А,Є (E;—E;), FIBFA,€ 
СЕЕ), MRA RENARD, EXET, YEE, 
En 有 

Pi (A,z, Ауу<Ф,(р (хт, Y)), 
这 里 DB,(1) E (Fi 一 Fi) 几 (1t)。 这 时 ,对 于 方程 族 Ase, = g, 的 原 误 
ЗЕ убт) 类 似 地 定义 为 p7(A,e,,， Ае), 次 误差 定义 为 cÇ) = 
AOTEA 

利用 关系 式 pi Cens е) = Pi CAT A, ens Аг! Ae), УЖ 
得 到 

原 次 转化 引 理 ， ”在 上 述 条 件 下 

cM <P, Cym). 0 

这 结果 可 处 理 非 线性 问题 ， 在 线性 的 情况 下 它 不 完全 是 定理 
3 的 推广 ， 但 在 一 般 赋 范 空间 中 这 两 个 估计 是 一 样 的 。 然 而 定理 
3 有 自己 的 特点 ， 它 是 直接 从 原始 的 稳定 性 出 发 的 。 


2.2, Lax-Richtmyer 的 等 价 性 定理 我 们 只 推广 了 它 的 充分 
性 ， 另 外 包括 了 一 些 重要 的 新 的 内 容 。 至 于 必要 性 的 部 分 现在 还 
无 法 突进 到 象 定理 3 那样 对 一 般 的 (E)Gi 范 空间 的 情况 , 但 是 可 以 
证 明 对 一 般 线 性 拓扑 空间 是 成 立 的 。 

可 以 证 明 〈 见 [2]) 

为 了 数 域 K 上 的 线性 空间 E 是 线性 拓扑 空间 , 其 充 要 条 件 是 有 
一 子 集 族 A= (U), #8 

a) U, VEA—> 3W€A, ИСИПУ, 

b) (ЕЛ 3V €A, У +VCU, 

су NU={0-} 


а 
d) 车 UE A， 则 有 VE A， 使 对 la| <1，a EK 时 ， 有 aVcU， 
е) HETTE E 及 每 个 UE A， 有 a EK， 使 得 YEaU，。 
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这 时 只 要 令 bc 的 基本 邻 域 组 J(8:) ЖАРИ, JG) = (z +V| 
VEA}. 

车 用 ~UNU 人 代替 U， 则 我 们 还 可 要 求 A 中 之 集 都 是 对 称 的 ， 
-0=0, 

ФА ВОКАТИВ ЈЕ АРВ Я V > 
VY: 是 指 ViCVY:。 定 义 线性 半 序 集 F 为 R+， 尺 :为 补充 了 土 co 的 实 
ЖЖ, |= dlra 151и = а|=60У}, =ЄЕ, Д 
HEBE, F, | + DEC ESN. 

Яа) —а) 1700.) 可 以 选 为 {U,|9ETIx(0， co)}， 这 里 
О,= (z|z€E, |2|<0,}. а= (а, суњ, д,={в,|1ЄТ}, ей 
EXER МАЗЬ 8s = ce>>0， 否 则 se = +оо, 

因此 可 以 选 (0,) 为 (e), 相应 的 (2) 收敛 与 E 中 的 拓扑 收敛 是 等 
价 的 。 所 以 线性 拓扑 空 间 必 然 是 (2)Gi* 范 空间 ， 因而 是 OG 
范 空间 。 

(a)Gi'* 范 空间 在 什么 时 候 又 才 是 线性 拓扑 空间 呢 ? 

我 们 引入 条 件 LQl]， 对 于 G 度 量 p，p ELQ]1 是 指 对 任何 z,y， 
ZEE, pG, Y<, 2), р(2, у)), ZEQA, ВЕСЕ: 
FYN Ca, ЖА, ВХ. 条件 [Q] 是 三 角 不 等 式 公 理 的 推广 ,我 
们 知道 ， 连 最 简 的 G 范 数 | , |+, 0<p<1， 就 无 法 用 三 角 不 等 
式 ， 所 以 引入 条 件 [QJ] 是 有 必要 的 ,。 тооч = АСА +5}, Ма 
APEP), 以 后 我 们 还 引用 符号 CC8) = О, 5). с 
间 满 足下 列 条 件 时 叫做 Ce) Gi+ 范 空间 。 

1) inf(e) = ру 

2) ү, =. Е (e)=> Зе, € (e), e,<ë,, esy 

3) e€ (е), 0<а<1=>4Е (е); 

4) 对 任何 FEF，sE (е) => А0, |f|<ke; 

5) LECO], ЭЖЯНЕШеЕ €), #fe! € (e), 使 得 G (es) = 
Осел, Ea) <е, 

ЖА = 00е) {|| <е[еЄ (e), 可 以 逐条 验证 前 面 关 于 8 
性 拓扑 空间 的 性 质 0) 一 e》 
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总 结 上 述 ， 我 们 可 以 得 到 

引 理 1。 线 性 拓扑 空间 必 是 (e)Gi+ 范 空间 ， ПОВ 
间 必 是 线性 拓扑 空间 。 口 

因此 在 (8)G3* 范 空间 中 共鸣 定理 与 异 点 北 隧 原理 成 立 。 

数 域 K 上 的 线性 拓扑 空间 中 的 集合 M 叫 做 有 界 的 ， 是 指 对 任 
ШУ ETC0s)， 有 a EK 存在 ,使 得 MCaV。 由 于 线性 拓扑 空 间 必 是 
Ce)Gt+ 范 宣 间 ， 不 难看 出 ， 这 种 有 界 性 的 定义 与 相应 的 (eGi+ 范 
空间 的 Ce 有 界 性 的 概念 等 价 。 

由 于 一 致 连续 性 和 一 致 有 界 性 的 概念 很 难 对 空间 族 来 建立 ， 
所 以 不 可 能 有 象 定理 2、 定 理 2*、 定 再 3 那么 广泛 的 结果 。 这 也 可 
以 看 出 G 空 间 的 理论 有 自己 独到 的 优点 。 HANAN EAH 
扑 空间 ，A,。， 互 -=B+， 则 一 致 连续 性 与 一 致 有 界 性 梳 念 可 以 相 
应 地 建立 , 且 用 邻 域 的 概念 来 刻 划 与 用 (2? 和 G 范 数 的 术语 来 描述 
是 一 致 的 这 时 定理 ?、 定 理 2*、 定 理 3 以 及 有 关 的 讨论 对 线性 拓 
扑 空间 成 立 。 

ЖА,Є (Е`-Е*)*, E HREIN, 对 它们 相应 的 (e) 
Gi 范 空间 ， 不 难 验证 条 件 BCC(D，i= 1，2， 都 成 立 ， 因此 由 定 
理 2， 可 得 

定理 2**。 ”对 线性 拓扑 空间 B: А.Є (B- 一 E+)* 为 对 1 一致 
连续 的 充 要 条 件 是 4, 对 7 是 一 致 有 界 的 《一 致 邮 把 有 界 集 变 成 有 
ям. 0 

同 理 地 ， 对 于 方程 族 Ave,= 9, ЗЕ ССТТ ВУ —1- 
M,M 为 第 二 岗 的 ,9,= 9E M 有 解 e: 在 了 -中 收敛 于 ev， 则 叫做 次 收 
B MAC- e-.) 在 E+ 中 收敛 于 9z, ， 则 叫做 原 收 伍 性 。Ai: 存 
在 养 对 一 至 连续 ， 则 叫做 稳定 性 。 由 定理 2** 和 定理 3, 则 有 下 面 
&@8— ИШЕ ЕЗЕТ НИИ ЛЕШ, 

RE ЕЗ EENI, А, EED", ШШ 
ЖА, е, = 9 的 稳定 性 与 人; 的 一 致 有 界 性 等 价 。 而 且 ， 当 Ahve,=gi 
稳定 时 ， 由 原 收敛 性 导致 次 收敛 ， 而 当 原 收 僵 时 ， 由 稳定 性 导致 
次 收敛 性 0 
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我 们 来 证 明 ， 由 次 收敛 性 可 以 导致 稳定 性 。 

实际 上 ， 对 线性 拓扑 空间 ，Banach-Steinhaus 的 共鸣 定理 已 
有 推广 。 М, ЩА,е, = 9, 具 有 次 收敛 性 时 , 只 要 证 明了 {A7'} 是 
点 式 有 界 的 即 可 ， 也 即 对 任何 9E М, MEE HRB AR, 
{4719} 是 E- 中 的 有 界 集 , 这 时 由 共鸣 定理 就 可 以 断定 4; :是 一 至 
连续 的 ， 因 而 A,e, = 9, 是 稳定 的 ,也 即 4i :是 一 致 有 界 的 。 另 一 方 
面 ， 考 虑 方程 族 A,e, = g， 则 由 er>e.,, 故 A7'g>A7n'9 (ЯА, = 
有 次 收敛 性 , 则 当 g, 二 9g 时 就 更 有 次 收敛 性 ), 因此 {A719} 有 界 。 

总 结 上 述 有 

定理 4 (第 二 等 价 定理 )。 ШЕ 为 线性 拓扑 空间 , E+ 为 第 二 
纲 的 ，4,:B -一 BE? 为 线性 ， 方 程 族 A:e, =g) 为 原 收敛 ， 则 稳定 性 、 
次 收敛 性 和 A7 的 一 致 有 界 性 等 价 。 口 

从 证 明 中 可 以 看 到 ， 由 次 收敛 性 导致 稳定 性 并 不 必 引 用 原 收 
ЖЖ. 


2.3, 我 们 来 讨论 封闭 性 与 完全 性 的 等 价 性 的 问题 。 

考虑 G 型 空间 (E，F，l* 小 ，(e)) ,这 里 瑟 为 实 线性 空间 ， 了 为 
备 的 实 半 序 线性 空间 ,而 E* 为 E->F 的 所 有 线 连 续 算 子 的 总 体 集 。 

P:E->F， 叫 做 次 可 加 的 ， 车 pCz1 +P) +p(z,), 4 
HAS0, PAT) = 和 PCz)， 则 叫 正 齐 性 的 。 

局 整 转化 关系 1。 设 已 ,为 B 之 一 子 空间 ， fi €E:, f,G)< 
了 CT) 《ZEB,)， 这 里 p 为 5 上 某 次 可 加 正 齐 性 算 子 ， 则 存在 保 序 的 
线性 延 拓 f EE*， 它 在 BE, 上 与 1 1 相同 , f(z)<pCz) (z CE), П 

证 明 与 Hahn-Banach 定 理 的 证 法 类 同 ， 参 看 [1,2]。 

由 此 可 证 

局 整 转化 关系 2。 对 任何 z。 EE， 存 在 f EE*， 使 得 f (x6) = 
lzoll,， 并 且 |fCz)|<lzl(r€EE). D 

局 整 转化 关系 3。 设 El 是 E 之 一 子 空间 ，f1€EE;， 则 有 延 拓 
ЈЄЕ*, lfl. =|fil .ss а, bEF,. D 

证 明 中 只 要 令 p(z) = А cen lzl 即 可 。 这 里 c， 8 是 任意 的 
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正 元 素 ， 不 同 的 g，8 有 不 同 的 p(Cz)， 因而 有 不 同 的 f。 但 可 以 定 
XIA ТА ВАЗЕ Е, E Р = А сое 

定义 。 ЖЕ. B(z.,E,)=inf|z,—z|G € E,), ЖОЮШ: 
С(то, Е) =зир|/(х„)|/ЄЕ*, |fl|=1, /0) =0, EE DCE 
们 都 取 值 于 F 之 中 )。 口 

定理 5 (第 三 等 价 定理 )。 设 EB, 为 E 之 一 线性 子 空间 。 则 对 任 
Biz, € E, 逼近 度 与 残缺 度 相 等 : B(xo,E.)=C(z, Е,), O 

证 明 对 于 f EE*， Ifl, fG)=0G@G€E,,) 有 |fCz0)1= 
со DIF le ~ =l = lz 一 zl。 取 z= z,， lim|z, —z,| = 
В(х,, Е,), М/С )|<В(х,, Е,), 因此 C(xz。， Е,)< 
B(x。，E,)。 这 时 对 BC(z。，E,) = gr， 定理 得 证 。 

\В(г., Е,) +01}, Е ХЕ, = {z+ 和 zo|zEE,, ЛЕК}, K 
为 E 或 F 之 系数 域 ，fo《z+Azo) = 和 BC(z。，E1)。 这 时 对 zEE, 有 
оба) = Өк, 而 foCzo)=BCzo，E1)。 КСА) | = |А] 
ва, Е) |2 +21, ат. 而 由 


Лост, = o)l = [fol = В, Е), о |= Ло 
В(х,, Е,). ХМ! 121. АНАЛ =1. 由 局 整 转化 
ЖЖ, НЯНЕГСЕ", |Л|=1. H+/G)=0, z€E,, |У|=1, 
Т/С) =В(т,, E,), WECH, Е > В(хо, Е,), 结合 相反 
的 不 等 式 即 证 明定 理 。 


2,4. 赋 半 序 范 空间 的 许多 结果 可 以 通过 锥 序 转化 关系 发 展 
成 为 凸 锥 理论 的 形式 。 下 面 列 述 一 些 结果 , 

车 系数 域 K 为 半 序 线性 空间 , 则 在 线性 空间 E 中 引入 的 序 结构 
> ЩхРу=>т+2>уч2(т, у, 2EE); ху, k2>0z=>kz> 
Ay(7，y EE， 和 EK) 时 ， 称 序 结构 与 线性 结构 协调 。 

设 BCE, хЄВ, ^>0к —>АхЕВ; r, уЄВ==>т+уЄВ, 
则 称 B 是 E 的 线性 半 群 。 车 EF 为 G 型 空间 或 拓扑 空间 ， 因 而 可 定义 
内 点 的 概念 。 当 B 有 内 点 时 ， 叫 B 为 实心 线性 半 群 。 若 zxEB， 
xz 了 gbg， 则 -~ >EB， 这 时 叫 B 是 锥 性 集 。 
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设 B 为 一 线性 半 群 ，z>! 事 示 z-~yEB， 则 > 便 是 B 上 的 一 个 
广义 序 结构 ， 当 B 为 锥 性 集 时 ， 则 汪 便 是 普通 的 半 序 集 。 

88282, 284826, 对 于 (e)Gi+ 范 空间 易 
ШН т» 0к, ^>0к 0 т»0;, Не Є (е), e= e(z), 使 
得 开 球 SCz，s) = (z? ||z? - | е) СВ, АНЯ АННЕ 
件 。 当 B 为 实心 时 ， 若 B 不 全 同 于 BE， 则 z 六 bs 可 导致 -zEB. 而 凡 
有 zEB 使 -~zEB 者 ， 称 B 是 非 不 足 道 的 。 因 而 不 与 B 相 重 的 实心 
线性 半 群 对 (e)G;* 空 间 总 是 非 不 足 道 的 ， 并 且 可 证 对 任何 +EE 
可 表示 成 rz= zi -т:, тү, 2. EB 。 这 也 是 一 种 局 整 转化 关系 ， 

REX 〈e)Gi+ 型 空间 (BE，F，|*|，F+)， FE 为 备 半 序 线性 空 
间 ，E，F 之 系数 域 同 为 K, 它 也 是 一 线性 半 序 空间 。 设 B 是 E 之 线 
性 半 群 ， 记 E* 是 1:E->F 的 线性 连续 映射 的 总 体 ，B 的 共 思 半 群 B* 
是 满足 f(z)>gr(zEB) 的 FEB* 的 总 体 。 这 时 由 了 * 引 伸 出 B* 的 半 
序 结构 ，f >g(f，9EE?) 等 价 于 FGz)>>g(z)(zEB)。 为 方便 计 ， 
下 设 K 为 实 域 ， 

定理 6。 著 B 为 实心 线性 半 群 ，F, EBC), f :E->F,fG)> 
9r《ZE B)， 当 为 线性 时 ， 则 必 f € B*。 口 

证 明 。 设 zEB，Y 为 be 的 一 邻 域 ， 使 得 z+VCB， 这 时 有 
If(WD1<fCz)CyEV)。 由 条 件 BCC(2)， 对 任何 EEFP,, 可 选 和 >0k， 
和 f(z)<e， 这 时 对 y СЛУЖ КУ | <= ВЕ Өк 处 连续 ,由 线性 
可 导致 FEE+。 证 毕 。 

定理 6 描述 了 序 结构 与 连续 性 的 一 种 转化 关系 。 

定理 7。 若 B 为 实心 线性 半 群 ，fEB*，zEB，{ zlz“ -zl 
<ре}сВ, е, дЄР,, WYF Spd] fle П 

证 明 。 因 对 lulil<e， 有 z+pu€B， 故 f(z) +р/(и)>0, BB 
Кори. НИЕ ЕНЕВ ТЕН. 

ЗЕ tegne, EEB, 70", ИД zEB 有 f(z)>> 
Or。 

局 整 转化 关系 六。 BF, EBC), BAE 为 实心 线性 半 群 ，E， 
是 线性 子 空间 ， 存 在 某 СЕ, ПВ. RfE Е 为 线性 连续 ， 
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f'Gz)>0r (G€ BNE,)， 则 存在 f1:E 一 >F， 它 在 E1 与 1 НЕ, 
属于 B*。 口 

证 法 像 古典 凸 锥 理论 一 样 ， 与 Hahn 一 Banach 定理 证 法 相 
似 ， 证 明 中 用 到 F 的 备 性 。 

由 这 关系 可 证 ， 对 于 给 定 的 与 B 不 全 同 的 实心 线性 半 群 B 必 
使 B* 非 空 ,并 且 B* 有 非 零 元 。 同 时 ,局 整 关系 1* 还 包括 下 列 分 离 
定理 ， 

Е ЁЗ. БЕ, Е BC(2), В,, BH REPR, B, 为 实心 ,B, 与 
各, 没 共同 元 素 ， 则 存在 f EB*，f 关 9s ,使 得 f(z) 之 9r(zE B), 
f(y)<Or(Y EB,). D 

证 法 同 凸 锥 理论 ， 主 要 是 对 В={х-у|хЄВү, уЄВ,} 应 用 
关系 1*，B# 非 空 并 包含 非 零 元 。 

由 定理 8 即 可 推广 凸 集 Ascoli, Mazur 和 Eidelheit 定理 ， 
泛 函 变 成 一 般 的 BEB* 中 之 元 ， 原 始 的 形式 参看 [ 1 ]， 

可 以 推广 第 三 等 价 定理 于 线性 半 群 。 这 时 逼近 度 为 Ba, ,B) 
=inflz~zl(zEB)， 残 缺 度 为 CCzo,B)= sup|f(z0)|(fEB*， 
1 =1>. 

Жо (ХЕЗ ЕН). ИР, С BC(2)，B 为 E 之 线性 半 
群 ， 则 BCx。,B)=C(zxo,B)。 口 

证 明 。 像 定理 5 的 证 明 一 样 ， 易 证 C(x。,B)<BCx。, В), H 
В(х,,В) = 9r 时 定理 即 已 证 。 

当 B(z。,B) 关 9F 时 ， 令 

В, = {^(хо же) |№>0, [|е|<В(т,,В)} 
则 了 B: 为 实心 半 群 ， НВ, 与 了 B 不 相交 ， 因此 由 分 离 定 理 ， 存在 户 
ЄВ /, (у) <0-0ЄВ,), /,-®=@в-. ЖЕ ХРЫР, Л, mf e B*， 
МИ =1, 7а) <00ЄВ,), ЖИТИЕ | (хо >|>В(хо, В), № 
CCzu,B)>BGzo，B)。 结 合 已 证 的 相反 的 不 等 式 ， 定 理 得 证 。 

注 ， 若 B 为 线性 子 空间 ， 对 zE B，fE€ B*， 必 定 f(z) = gm, 因 
-7EB，f(z) 之 9r，f( 一 +) 之 9r。 这 时 广义 第 三 等 价 定理 就 转化 
为 定理 5。 


在 定理 9 的 条 件 F, TEBGHA) 的 充 要 条 件 是 fE B* tu 
会 f(z) 之 9r。 而 rE B 的 充 要 条 件 是 /€ B*,f 关 9F, 包含 f(z)>9F。 
车 xzEB，-zEB， 则 有 fE€B*, f(z)>0r。 

利用 局 整 关系 可 证 下 列 共 孝 定理 。 

定理 10. 设 F.C ВСС), F 为 备 ,B1 为 中 之 实心 线性 半 群 ， 
ПВ, аз, 1= {和 ) 为 任何 有 限 参量 集 ， 则 COB, *= EBI, D 

证 明 。 若 f€ 53;B?， 则 存在 f, EB: 使 得 f= УЛ, МИЯ z€ 
ПВ,, fi> ATASE. 这 就 证 明了 BICCNB)*， 

利用 积 集 方法 ， 对 E'= EI 建立 G 型 空间 (ЕМ, ЕМ, lelos 
в, 11), В= IIB,, 是 其 中 之 实心 线性 半 群 ,而 E 人 1 的 对 角 线 子 空 
间 D 与 B 之 交 非 空 。 若 fE CNB)*， 则 在 D 上 定义 了 ED* 于 +, 
了 (2)=f(z),2 ED，zEE， 了 在 DNB 上 非 负 。 由 局 整 转化 
关系 1*， 了 可 延 拓 于 B 1 EBLE, TO= f. G) = fa) 
(ЕЕ), f, EE*， 容 易 证 明 f1€Bi, 因 此 《NB1)*CB?。 Е, 

注 1 在 一 定 条 件 下 可 推广 /为 无 穷 集 ， 只 要 Lata EF 有 
意 即 可 。 

#2, Ж/ЕЕ*, В= {z|f(z)=0F}， 由 定理 9 易 证 B*= (M| 
AEK}，f##9g* 时 ，B 叫 做 EF 中 的 超 平面 。 车 B= {z|f(z) 之 9r} 时 ， 
著 f 关 9e*， 这 时 B 叫 半空 间 。 

可 类 似 于 F = R 时 的 情况 定义 伴 算 子 。 若 Bi，B， 为 G+ NA 
间 ,E=E,xE,,T:E, 一 >E ,为 连续 线性 ,B= (z €E|z= (zi ,2,,) 
Tr, =T}, ШИШЕ В* = (fe E*|f= (,, fa); f.= =T*f,), 这 
里 T* 为 7 之 伴 算 子 ，T*:E2 一 > В, Те, =, Р.а) Те, 
(х,) = fi, EE), HAF. 

їз, REZNE 的 子 集 A， 若 zxE 4， 对 任何 方向 自 z 发 射 
的 直线 与 4 之 交 必 含 某 线段 于 A 之 中 ， 则 z 叫做 4 之 辐射 点 ，A 的 
辐射 点 之 总 体 叫 辐射 核 。 在 上 述 的 凸 锥 、 半 群 、 凸 体 的 命题 中 往 
往 要 求 半 群 是 实心 的 ， 这 涉及 内 点 的 概念 ， 因 而 必须 引入 拓扑 的 
概念 . 但 是 许多 结果 即使 在 一 般 线性 空间 也 有 相应 形式 ， 而 辐射 
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核 可 看 成 集合 内 点 集 的 一 种 推广 ， 延 拓 与 分 离 定理 也 有 相应 的 发 
J (参看 [12，13，17，18])。 


$3. 模 及 有 关 的 转化 关系 


3.1。 模 是 近世 代数 的 一 个 重要 袜 念 ， 它 是 诸如 线性 空间 、 理 
想 、 代 数 和 群 表示 等 概念 的 推广 。 线 性 空间 的 系数 域 K 改 为 环 时 ， 
就 是 模 。 系 数 环 可 以 左 乘 , 也 可 以 右 乘 ,因而 一 般 有 左 环 模 与 右 环 
模 之 分 。 当 系数 环 是 可 交换 时 ， 左 环 模 与 右 环 模 实际 等 价 ， 因 而 
一 般 不 予 区 别 。 下 面 仅 限于 这 类 模 进 行 某 些 讨论 ， 

设 M 为 一 模 ， 系 数 环 为 K， 具 有 单位 1， 称 M 为 K 模 , 也 即 M 为 
~ Abel 加 法 群 ， 与 K 的 乘法 KxM->M 满足 分 配 律 和 结合 律 等 性 
Ж: 

Мх,+х,)у=\х,+\х,; (№, +А,„)х=Ах+%,ху 

А, 0,2) = NN)T 1z=>, 

Kz, z, 1, СМ; М, А,, 1ЄК, 

若 DZCM 也 是 K 模 ， 则 工 叫 M 的 子 模 。Z 在 M 中 的 陪 集 形 成 一 一 
Abel 群 M/LZ， 并 且 当 zi，z: 属 于 相同 陪 集 时 ， 则 ee EL, m 
HAHACK, Ах, 一 7,)EL，。 以 陪 集 为 元 素 ， 这 时 形成 的 K ЖОМ 
之 商 模 ， 仍 记 为 M/L。 由 元 素 到 其 陪 集 的 映射 叫 自然 映射 ， 这 是 
模 间 的 一 种 基本 的 形 影 转化 关系 。 

设 M，N 为 二 K 模 ， 若 映射 f:M—>N 是 天 线性 的 ， 即 f(z 
+z,)= f (ту ж баз), Оа) = АЈС), i) 叫 K 同 态 , 它 也 是 泛 系 
分 析 〈 见 第 十 章 ) 所 讲 的 泛 同 态 或 一 般 形 影 关系 的 特例 ， 是 模 间 
重要 的 一 种 转化 。 

BM’, N'A 别 是 M，N 的 子 模 , 设 f:M 一 N 使 得 1(M')CN'， 
则 易 证 ， 车 x1 ,7, 属 于 M’ 之 相同 陪 集 , 则 f(z1), fa) AFN Z 
相同 陪 集 ， 这 就 产生 了 商 模 间 的 一 种 K 同 态 映 射 

f*:M/M’—yN/N’ 
并 称 它 为 的 诱导 映射 。 诱 导 映 射 也 是 一 种 特殊 的 泛 同 态 或 形 影 
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关系 .并 且 也 是 模 间 的 一 种 转化 关系 ,另外 ,诱导 /->f* 本 身 也 是 另 
一 类 更 高 级 的 泛 同 态 与 形 影 转化 关系 。 这些 转 化 的 特点 使 下 列 篆 
头 图 可 交换 

M: f > N 

Е. 

м/м’ м/м! 

这 里 ao，8 为 自然 映射 。 即 产 c= 57 相 符合 。 另 外 ,车 /为 满 映射 ( 即 
NCfAM))， 则 f* 也 是 满 映射 。 

一 一 对 应 的 泛 同 态 称 为 泛 同 构 ， 也 简称 同 构 。 这 时 对 满 同 态 
有 下 面 转化 关系 ， 

车 f:M—>fOM) 为 K 同 态 ， 则 f*:M/f-100) 一 >f(M) 为 
HH. 

具有 生成 基 的 模 叫 自由 模 ， 可 以 证 明 ， 任 何 模 必 可 赋 形 为 自 
由 模 ,也 即 任何 模 必 是 自由 模 的 影 系统 , 即 模 总 是 潜在 自由 的 。 

另外 ， 设 G 为 自由 模 ，g:G 一 >N 为 K 同 态 ，h:M 一 >N 为 满 
同 态 , 这 时 一 定 存在 K 同 态 f:G 一 >M, 使 得 9 与 hf 效果 相同 。 

模 的 一 类 重要 转化 是 直 积 。 若 M ,入 EI， 为 K 模 族 ,在 直 积 M 
=ПМ, 中 按 坐 标 成 分 的 相应 方式 定义 加 法 与 以 K 为 系数 的 乘法 ， 
并 构成 一 kK 模 。 除 有 限 个 坐标 成 分 外 ， 均 为 零 的 元 素 形成 M 的 子 
模 M'， 叫 诸 M, 的 直 和 模 , 记 为 M* 全 M，。 当 7 为 有 限 参量 集 时 ， 
M=M’。 直 积 模 与 直 和 模 都 可 看 成 直 交 展开 概念 的 某 种 推广 。 

模 的 另 一 类 重要 转化 是 张 量 积 ， 它 是 直 积 的 某 种 影 系统 ， 它 
使 得 直 积 满足 分 配 律 ， 并 使 得 直 积 及 系数 积 满足 结合 律 。 

由 坐标 或 因子 成 分 的 映射 可 产生 直 积 或 直 和 间 的 映射 ， 类 似 
产生 张 量 积 间 的 组 合同 态 ， 这 就 是 同 态 的 张 量 积 的 概念 ， 它 是 模 
闻 的 转化 形成 的 一 种 转化 系统 ， 是 一 类 结构 较 复 杂 的 转化 。 


3.2, ФЕ -Abel №, ACE, A+ACA, DJAM Erh BZ 
#, 它 是 线性 半 群 与 锥 性 集 的 推广 。 若 zyE A 和 A， 则 定义 xz 之 y， 
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这 时 关系 > 具有 传递 性 ,是 一 种 广义 的 半 序 性 ,有 时 也 简称 序 结构 
或 半 序 关系 ,并 定义 zE 4 与 z> 0( 或 *>be) 等 价 。 有 这 类 序 结构 
的 群 叫 做 泛 锥 群 .对 群 运 算 协调 的 广义 序 关系 也 对 应 茶 种 泛 锥 > 
0. 序 结构 与 泛 俊 的 这 种 关系 即 称 群 的 锥 序 转化 关系 。 

设 M 为 一 K 模 ， 而 M，K 均 为 泛 锥 群 ， 并 且 对 z>u, a>, 
有 oz 之 ay， 则 M 叫 半 序 模 ， 它 是 半 序 线性 空间 的 推广 .车 M’ см, 
M'+M'CM”, вм’ СМ’ (а>0к, WM MMEA. 具有 这 
种 泛 锥 的 模 叫 做 泛 锥 模 。 泛 锥 模 与 半 序 模 在 概念 上 是 等 价 的， 这 
就 是 锥 序 转化 关系 在 模 中 的 表现 。 

对 于 半 序 模 可 类 似 半 序 线性 空间 一 样 定义 有 限 备 、 结 ( 端 )、 
正 部 分 、 负 部 分 、 绝 对 值 、 上 界 、 下 界 、 无 限 备 、o 备 、(0) 收 
@. (0) AR, (O 极限 、(e) кй, (© 极限 、(e) 有 界 等 概 
£. ИТО — ЗЕЛЕНЕ НЕ, ИШЕ, йб 
数 、 程 度 的 比较 ， 包 括 引入 拓扑 性 的 结构 ， 有 界 性 与 收敛 性 的 新 
概念 等 .与 6 型 空间 对 应 的 定义 叫 M 型 空间 。 例 如 e)M;* 范 空间 
是 指 一 种 四 元 组 《E,F, 1*|，(e))，E 与 P 为 K 模 ， 而 它们 G,F, 
K) 又 为 泛 锥 模 ，F 为 有 限 备 ，Il*:E->F， 满 足 条 件 

1) lzl>er， 且 lzll = be 与 ?= бк 等 价 ， 

2) lz+yl<lzl + 100 

3) [аз] = |а| |2 К), 

М (ecF，e>gr 用 来 描述 极限 与 邻近 性 质 。 

EMG) 为 二 (OM; 范 空间 ，f:M。 эмо, ШИВ 
型 空间 的 方式 定义 的 连续 性 、 有 男性 与 线 竹 ， 这 时 易 证 这 样 的 
局 整 转化 关系 :车 f 为 可 加 齐 次 或 线性 ),f 在 一 点 连续 包含 在 整 
个 空间 连续 ,车 /的 信 域 复 盖 某 集 ， 则 必 复 盖 此 集 线 性 组 合生 成 的 
жа. 


3.3， 下 面谈 第 一 、 二 等 价 定理 在 〈eMi+ 范 空间 中 的 形式 。 
条 件 召 C(1)*， 存 在 0. EK， 而 0:! 存 在 并 属于 K， 并 且 对 任 
何 e€ 《e)， 对 充分 大 的 n, 有 6,2 € (е), 
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条 件 召 C(2)*， 存 在 9, EK，9;' 存 在 并 属于 K， 并 且 对 任何 
BEK，e，e’E(e)， 存 在 N= (В,е,г”), 使 得 n>N 时 ,90,Be<e’. 

BEF as lle Ce)e)) 为 二 Ce)Mi+ 范 空间 ,f:E 一 > 
E... 

EML. КГИ, &—›ЄВС(1)*, (e), Е BCCO)’ 
则 之 有 界 性 导致 1 的 连续 性 。 而 当 (e),-,E BC(2)* 时 ，f 的 连续 
性 导致 1 的 有 界 性 。 口 

证 明 。 这 只 要 在 定理 1* 的 证 明 中 把 "，1/n 改 为 9. 即 可 ， 

ЖЕ, leles f 依赖 于 某 参量 1， 类 似 定理 2 和 定理 2* 的 
证 法 有 

定理 2**. 若 (e),-,€ BC(1)*, (e). € BCC2)*, 则 由 f 之 一 致 有 
界 性 导致 它 的 一 致 连续 性 。 若 (8)(EBC(C2)*， 则 由 了 之 一 致 连 
续 性 导致 一 致 有 界 性 。 口 

ЖН о ес ВЕ ОЕЕВЕ К, Wre- ДЖУ 为 
反 有 界 性 。 这 时 上 述 结果 变 为 

定理 2*。 设 (e)(wE BC(1)*, (e) € BCC2)*， 则 由 f 之 一 致 
反 有 界 性 导致 广 : 的 存在 及 一 致 连续 性 ,车 (e)(,,E BCC2)*, 则 由 
三 :之 一 致 连续 性 导致 ;的 一 致 反 有 界 性 ， 口 

对 于 方程 族 六 z,= yw， 用 相似 方法 定义 稳定 性 , 原 收敛 性 与 次 
收敛 性 ， 这 时 上 面 的 结果 导致 

定理 3"。 当 /一 致 有 界 时 〈 若 (e)E BCC(2)*，f, 一 致 连续 时 
即 如 此 )， 则 次 收敛 性 导致 原 收 剑 性 ， 当 次 误差 为 入 6e-, 时 (e —, 
E), ЖИ 25 <pie 这 里 B:|lz| <s |А o, 
LPen len (2+). D 

定理 3**。 设 (e) a € BCC1)* 几 BC(2)*， 则 稳定 性 与 一 致 反 
有 界 等 价 。 当 方程 族 稳定 时 ， 原 收敛 性 导致 次 收敛 性 。 设 原 误差 
52, ДИК 2 Ge C, , Ж Ha: |А] «еа => a] —, 
ағ ye Ü 
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$4. 变 分 与 驻 值 中 的 一 些 转化 


4.1。 变 分 实质 上 是 一 般 映 射 转化 相对 线性 的 近似 。 一 般 转 
化 与 “ 变 分 转化 ”的 关系 是 一 种 广义 的 曲直 关系 ， 是 多 变 与 少 变 
的 关系 ， 是 繁 简 关 系 ， 也 是 一 种 广义 对 称 与 泛 对 称 。 只 要 有 了 
线性 概念 与 收敛 的 概念 就 可 以 一 般 地 引入 变 分 的 概念 ， 而 微分 只 
是 一 种 特殊 的 变 分 。 

ТИКИ, РЕН, ЖА, 
ÀM, € K,limÀ , = limÀ, = Өк, WJlim(À, +А,) =lim) А, = Өк, ЭР 
EMA € КЖ limh, A= дк. 

有 这 种 性 质 的 环 K EAR, ОИ. АНХ 
模 满 足下 列 条 件 者 叫做 零 化 模 ， 

1) #їт,УЄМ, limx= limy= Өм, А,нЄК, Шт(Ах+ py) 
= бү; 

2) ЖАЄК, limk= 4x， 则 对 任何 -EM 有 limAr) = м, 

ÉM, МК, КУА, МУ, МУЖ 
ЗИ, Gs, һу = С'(х,, е, В = (z, +АВ|0к<^<2} CMa f:G 
(z, 6,h)—>M,, 车 存在 f Ga ,h) EM 1<i<n， 使 得 

[его HAR) = Са) HAF (аи ++ та 

+А"А 
并 且 当 NX->0xCX>0xk) В, А>®м,, ИЖ ЕТ z. Bb, 在 h 方 
向 有 n 阶 模 变 分 f(zo,h), 并 记 为 0"f(z。,h"), 这 里 对 于 环 或 模 的 
TR 6 与 1/n!1 相 乘 的 意义 按 一 般 理 解 ， Eat 即 n16 = а, Wini 
为 整数 ，n15 有 意义 。 

在 非 线 性 泛 函 分 析 中 ,通常 的 Fréchet 微 分 ( 强 微分 )。 Gateaux 
微分 ( 弱 微 分 ) 和 Frechet 广 义 变 分 都 是 模 变 分 的 特例 。 

车 M。 为 实 域 ，z = 0，6f(0,1) 存 在 ， 则 称 f 在 fC0) 处 有 切 方 
各 0f《0,1)。 流 形 上 切 方向 的 概念 是 模 算 子 切 方向 概念 的 特例 ， 
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它 是 多 维 流 形 微分 学 的 基础 。 

下 面 我 们 都 要 求 M.，M, 是 能 定义 模 变 分 的 ， 并且 要 求 对 
0< 和 <e 的 有 NA-!1EK 存 在 ， 这 时 有 

定理 11。 车 M, 为 半 序 模 ， 序 与 极限 协调 ，y 汪 90x,， 则 limy 
之 90x,。 设 f:G(zo,e,h) 一 M, 于 z=z。 处 有 一 阶 模 变 分 ,为 了 f 在 
х= zo 处 具有 相对 于 h 的 局 部 极 小 ( 极 大 )， 必 须 

Of xo,h)>0u, COf Cx,h)<0u,). П 

证 法 是 显然 的 。 

Жї. 在 上 述 定理 条 件 下 ， 若 在 z= re， f 对 jn 和 -h 同时 有 一 
阶 模 变 分 ， 并 且 6f(z。,h) 对 h 是 可 加 的 。 设 M, 的 序 结构 为 真 半 序 
(a=b, b<a, а= 6b)， 则 /在 z=z。 有 局 部 极 值 的 必要 条 件 是 

Of (хоп) =0u,. 0 

系 2， 在 上 述 条 件 下 ， 若 二 阶 模 变 分 6:f(z。，h*》 存在 ， 则 
局 部 极 小 ( 极 大 ) 的 必要 条 为 OSE h) Su (61 [Сто в) < 
6м). 0 

对 于 确定 的 Lo, Ofo, h) 可 看 成 作用 在 hE {h} 上 取 值 于 M， 
中 的 算 子 ， 叫 做 导 算 子 ， 记 为 Гао, НЕХ Ж Со) = 
6f《zosh)， 这 时 有 (zo):{h} 一 >M,， ПР To EM, 为 转化 
{4} 一 >M, 的 算 子 ， 即 以 算 子 为 值 的 算 子 。 在 非 线性 泛 函 中 ， 一 
般 要 求 6f(z,,h) 对 h 为 连续 线性 才 定 义 导 算 子 ， 所 以 这 里 的 概念 
是 广义 的 。 

HMA M, 的 齐 次 可 加 映射 M 也 形成 一 K 模 ， 其 零 元 记 为 
6,,。 著 M.，M, 为 半 序 模 ，fE M.,， 对 zx 之 0x.，f《z) 之 0x,， W 
32/>0.,, ИМ. ЖЕНИ. 

#8:6—>М,, GCM., ди, h€ (h)cG, ДЕ{>, 
= 过 } 导 致 9A9,,， 则 称 {h} 为 人 完全 . 

系 3。M,，M,，M,, 满 足 上 述 条 件 ， f 于 z= ro 对 PE {h} 为 局 
ЖИЛОМ», {> (<), МАНИ 0. 
(za) <0.,). П 

系 4。M.，M,，M, 满 足 上 述 条 件 ， f 于 x= ro 对 PE {h} 取 局 
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ВИН, Е.Е h € (h), HERA = "54, 则 
DS’ E) =6,,. О 

总 之 ， 在 一 定 条 件 下 ， 三 种 约束 关系 或 泛 对 称 : 极 值 性 ， 
0f 《zo,h) Abu, FEDA, 它们 是 相互 转化 的 。5f 《zo,h) 人 入 
Ow, 或 f(zo) 八 9:, 即 广义 的 Euler-Lagrange 方 程 。 这 一 结论 统一 
概括 了 古典 微分 学 与 变 分 学 的 有 关 定 理 ， 并 包含 了 近代 关于 变 分 
不 等 式 或 单 边 变 分 原理 的 基本 关系 。 

车 6f(zo,h) 信 9x,， 称 zo 为 相对 于 (Ch, 入) 或 人 的 变 分 型 驻 值 
点 。 若 f(zo) 人 9.,， 称 ?0 为 相对 于 入 的 导 算 子 型 驻 值 点 。 上 面 
的 论述 表明 各 类 驻 值 点 和 极 值 点 这 些 泛 对 称 在 一 定 条 件 下 是 相互 
转化 的 。 


4.2. 简 记 bw ,为 6, 。 对 6/(x,h) 有 定义 的 情况 ,定义 互 易 集 : 
M*=M*(f)=f(M,+) ={h|ðf(2,h)=0,,2EM}, 
M. =M. (f)=fŒ,M)={z]ðf(z,h)=0,,hEM}. 
M"(f) 是 M 相 对 于 f 1 6,) 的 切 集 或 切 空间 . M 是 M。(f) 相 对 
рф. 故 互 易 集 是 切 集 概念 的 一 种 引伸 。 
定义 互 易 算 子 
1. (2) = fa (2,0) = fGy- 0f(z,z— a), 
юр ыз н ЖАРТ М, 是 否 有 序 结构 ， 只 要 
有 一 定 的 拓扑 结构 或 收敛 概念 使 f(x,h) 有 意义 即 可 ， 因 而 只 要 f 
在 z 的 h 半 邻 域 G(x,e,h) 有 定义 即 可 ，f:GCz,e,h) 一 >M,。 为 了 
叙述 方便 ， 下 面 我 们 限于 M. 是 线性 空间 ， 许多 情况 可 以 推广 到 
模 。 
定理 12。 于 zoEM 对 M"( 或 于 roEM。 对 M) 取 变 分 {= ) № 
值 ， 并 且 这 时 f ,Czo) = fj(zo) 对 zoEM,zo-aEM' 或 zroEM。，zn 
~a€EM 成 立 。 车 6f (x,h) 对 h 是 可 加 齐 次 的 ， 则 
6f .Crosh)=0f(r0,h) -0f CE0 +\һ,һу 


-Hof +Ah, ro ~— а) 
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因而 车 等 式 右 边 人 9,， 则 6f C76,h) 信 6,, 0 
证 明 由 6f(zo,z~-a)=9, 导 致 1,《zo)=f《zo) 来 自 互 易 算 子 
的 定义 。 另 外 车 6f 对 h 为 可 加 齐 次 ， 则 
fro HAR) = /. (то) = fro HAR) /(хь) 
= Ас, + М, 
-Öf (то + А, ro =a) 
由 变 分 的 定义 即 求 得 6j .的 公式 。 证 完 。 

Жї, 在 上 述 定理 的 条 件 下 ， 著 0f(z,h) 对 z 为 连续 ，6J(z 
+В, z —a)= OQ), z€ MN (M° +a) Ў z €M. П (M+ O), 
ЮУ. (хо) = (хо), 61. (то, = 6,. ü 

系 2。 若 061 对 h 齐 次 可 加 ， 对 ?连续 ， zo ahr AAY, Fro 
Хр ЧН, ШР, ЭРЕ. Со) fa). П 

ВМ НН, ЛЕ CRD YY, НОЕ, 4 a> 
Из’) +f, г-жи, ИР у ЕЙЛЕ ym ВО. > 
Be <j, Ш. ТОЙ РО ЕЯ £ 
件 下 (例如 M, 的 序 结构 为 备 ) 是 变 分 凸 的 。 著 /的 二 阶 导 算 子 尹 存 
ДЕ, ЭБЕН, /"(е+м и >0,, 0<\<1, МЛ 
м. 

定理 13。 设 /在 有 关 定 义 域 为 变 分 凸 ，BCM., 则 对 z.EB。， 
ZEB+z。, 有 /(ху>/(х.), НШ т. ЄВ, П(В+х.), а, Ef 
在 B+z。 中 的 最 小 点 。 若 6f(2,h) 对 h 为 可 加 ，x。E€B。，zxEB+a， 
z CB. П(В+а), W 

fGz)>2 Ито) = /.(х„)у>/.‹т„). 
жт ESEB ча КИ, НВ + a 包含 ?的 x, — ССС, 
г, £ (х,—-а)), Д2,ЄВ. П CB+a)， 并 且 zo 是 f 在 B+a 中 的 极 小 
点 ， 是 f ,在 B. 中 的 极 大 点 ，0f(zx。,7zo a)=0,， 因 而 车 6f(z。 +A 
(ж, —-а),г, ~—a)= ON, 0/1. (т, —a)=0,. D 

ЗЕЕ qr. C B., z€ B+z.BF, 0fGz.,z—z.)=0,, Hfz 
同性 得 1 (7) 宇 f(x,)。 

#z.C B., z€ B+a, И 0х. гв) =0,. Hófez,h) 对 hh 
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的 可 加 ME, afez.,z-z.)= д/(х,,х- ау-—д/(х,,т,-ау= -0f 
(т,,т,-а), 由 凸 性 定义 得 SOSE) Offe 
e). ДАЖЕ В, N (B+a) 应 用 这 一 不 等 式 即 得 

fG)> бк) = f.G > f.CG.). 

车 ze 是 7 在 B+a 中 的 极 值 点 ， WQ EBB+at z ть — 08838, 
这 时 6f(z。,zo 一 4)= 9,， 由 前 证 不 等 式 ， 知 zo 是 7 在 B+ а: hhi 
小 点 ， 是 了 .在 B。 中 的 极 大 点 。 又 由 定理 12， 而 

9/1, +À(z =a), £o- а) = OCA) 
故 得 6f (zuyz- а) = 9,。 证 完 。 

古典 变 分 互 易 定 理 一 般 限 于 有 限 维 空间 或 Hilbert 空 间 ， В 
于 有 限 维 子 空间 ， 互 易 集 概念 的 引用 ， 更 加 简明 地 披露 了 变 分 互 
易 的 一 些 内 在 关系 。 定 理 12、13 以 及 下 面 介绍 的 定理 14 及 其 推论 
可 看 成 古典 变 分 互 易 定 理 的 一 种 发 展 。 

ÉH, М:—>М,, а, В, 

Н(ах; + Вх, т’) = аН(х,,х') + ВН(х,,х'), 

Н(х',ах, +Вх,) = aH(z',z,) +BH(z”,z,), 
并 且 H 对 各 分 量 是 连续 的 ， 则 称 H 为 双 线 性 的 。 若 H(z,z”)= Н 
Сх", х), КНК. 

设 BCM. 为 M; 中 的 集合 ,A:B 一 >M, АНАС) = 入 
A(7z)， 称 A 为 齐 次 的 。 而 车 ACz1+7,)=AC(z1)+A(7,)， 称 A 
为 可 加 的 。 如 果 有 本 (CAz,z') = 再 (z,Az')， 称 A 对 五 为 对 称 的 。 
М APIF А06], НСАт,т)>0,, ПАНЕ, 

定理 14。 设 H,H’':M: 一 >M,，H 为 双 线 性 对 称 ，H’ 对 第 二 
分 量 为 线性 ，H”:M. 一 >M ,为 线性 ，g，g’ € M,, %ЕМ,, АЖ 
齐 次 可 加 并 对 H 对 称 

Кг) = Н(Ат- 29,2) +Н’(9' ‚ху +H”(z) + go, 
则 
óf(z,h) = 2НСАт- 9,1) +H’(g’,h) + H”(h), 
Х.б) = 2HCAz-—g,a) ~ НСАх, х) – H! (g! ,z— a) 
= Н"(2- 9) +9, 
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0f.Cz,h)=2HCACa-z),h)—- H7(g' ,h)—- Н"), 
ФМ, ЖАА, АРНЕ, WHEA, Джан, М 
而 可 用 定理 13 的 互 易 关 系 。 口 
证 明 。 经 简单 计算 
{CE +\В)у- f(z) = 2MHCAz—g,h) +АН” (9 ,h) 
+АН” (В) + NHCAR,h), 
B НО/ Сс, RAR, В. 
(2+ Mh) - f. (2) =2АНСА(а- z),h) -№Н’(9' ,h) 
АН” (h) —K2HÇCAh,h), 
因而 求 得 9f ,Cz,h) 的 公式 ， 
ЖАЖНУЯЛЕ, WIHCA(z+z'),z+z/')>60,, 
展开 得 
Н(Ах,х) + Н(Ах',2') +2Н(Ах,х' )>0,, 
因此 有 
Н(Ах ~ 29,2) :2>Н(Ах' ~ 29,2') + H(2Az” 
-2g,z— z), 
ЖЕН”, H 5g ДЕЙС) > Кг”) + 0fGz7,z— z), 
МЯ, ННСА(2-г’), 2-х’) >08 
H(Arz,z) +НСАх’ ,x’) ~ 2H(A7X’ ,7)>0,, 
因此 有 
2HÇ(A(z-z'),a)- Н(Ах, =) < -Н(Ах/,т”) 
+2H(A(Ga-z'),z—z'), 
也 即 
ЗН(Ах ~ 9,а) – НСАх,х) <2Н(Ах’ ~ д,а) 
-—Н(Ах’,х’)+2Н(А(а-х’),х-х’), 
ФЕН”, H” 5g WENES ЖЖ Ш. ТЕ. 
著 2HCAz — 9,В) + H'(g',h) + H”(h)A0,, ВЕМ, хо 
是 广义 方程 Az 信 g 相 对 于 M 的 H 广 义 解 或 (H,H’,H”) 广义 解 。 当 
H' 与 H” 为 零 映 射 时 ， 即 变 为 HCAr。-g,h) 信 9, 。H 广 义 解 是 Ritz 
-IaAspkHa 变 分 近似 解 概念 的 一 种 推广 。 


. 36°» 


系 1。 在 定理 14 的 条 件 下 ，Ax 八 g 相 对 于 MM 的 HH 广义 解 等 价 于 
了 相对 于 M 的 和信 驻 值 解 ， 6f(z,h) 人 8,，hEM， 这 里 对 不 等 式 须 
加 M, 具 序 结构 的 条 件 。 口 

系 2。 在 定理 14 的 条 件 下 ， 下 列 三 命题 等 价 ， 

D z= zo 使 1 对 h 半 邻 域 为 极 小 ( 极 大 )，h EM) 

2) Of (x0,h)>0,.(<0,), R€ My 

3) zo 是 47 二 gC(Az<9) 相 对 于 M 的 (H,H',H”) 广 义 解 。 口 

系 3。 在 定理 14 的 条 件 下 ， 若 "是 方程 4z= gth EM 的 (H,0, 
0) 广 义 解 ， 则 

of Cx,h)= —0},(х,һ)у, 

因而 车 zo 是 1 对 hE M 的 入 驻 值 点 ， 则 必 是 f。 对 hEM ИРД 
Ki Ofel h) A9,。 这 里 人 是 信之 反 ( 即 过 ， 之 变 为 >，<)， 
因而 极 大 极 小 相反 ， 并 且 zo 是 Az 人 Ag 相 对 于 M 的 (H,0,0) 广义 解 。 
而 当 0f (zo,h)=0, 时 ， 尚 有 f(zo)=f,(zo). 0 

系 4。 在 定理 14 的 条 件 下 ， 若 ro 是 方程 Az= g 对 M 的 〈H,H’， 
Ни) 广义 解 ， 则 ze 是 相对 于 M 的 f 的 极 值 点 ,并 且 fCzo)= 了 (Cro)。 
车 A 相对 于 HH 为 正 ， 则 zo 是 相对 于 hE€ M 的 f 的 极 小 点 和 f ,的 极 大 
“e D 

Ж5. ЖЕНИ Т, ЕВИ, AxFH2IE, 
则 下 三 命题 等 价 ， 

D f 于 z= xz, € В ЖЛ}, 

2) Of (xo,2~70)>0,, z€ B 

3) Ar2>g%fh=z-z r€ BFz ЖСН,Н’,Н”) У. 0 

系 6。 在 定理 14 的 条 件 下 ， 若 A 对 H 为 正 ，BCM.， ут, Е 
B., тЄВ+т,]{}(х)у:>/(х„), МИ. ЄВ, П(В+т.), Их. 
Ж/{ЕВ + т, ШЛУ, Т.Е В., ЕВ+а, т ЕВ, П(В+а), 
则 

Кожу;> Кто) = f.Cz.)>f.CG.), 

因而 这 时 6f (о ,т-15)>0,, д}„(х,,х„—т„)у<Ө,, 并 且 z 是 
Ах>9Ж- = 2-5 (ЕВОЩКН,Н’,Н“) Уй, D 
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系 7。 在 定理 14 的 条 件 下 ， 若 4 对 五 为 正 ，BCM.，z 是 /在 B 
+9 中 的 极 值 点 ， 而 且 了 + Ga 包含 zo 的 z, a 邻 域 GCzo,e, 土 (zo — 
а)), WI, € B. (B+ a), HOST, Ta- a) =6，f 在 zeEB+ 
a 为 极 小 ，f ,在 ro。€ B, 中 为 极 大 。 

f(z)>f(70) = 1.70)>f.(7.) 
Му, А>} РА = r- z (z € В +а)йй}& Az = g% Рх, 一 0 的 
‹н,Нн,'н”уу 38. D 

定理 14 及 其 推论 也 是 传统 二 次 泛 函 变 分 定理 及 单 边 变 分 定理 
的 推广 与 发 展 。 由 于 在 传统 工作 中 4 的 正 性 与 了 的 凸 性 的 关系 没 
有 得 到 揭示 ， 故 即使 对 Hilbert 空间 的 二 次 泛 函 ， 这 里 的 结果 也 
比 传统 的 定理 包含 更 多 的 内 容 。 

有 限 单元 法 的 基础 是 Ritz 方 法 ， 其 推广 则 是 TaAspkHg 方法 ， 
互 广义 解 的 概念 可 看 成 FaAspkHa 方 法 进一步 的 推广 ， 定理 14 及 其 
推论 揭示 了 这 种 广义 的 FaAspkHa 方 法 与 变 分 原理 的 联系 。 


4.3. 变 分 的 转化 关系 中 一 种 重要 的 泛 对 称 转化 是 约束 驻 值 
与 相应 的 Lagrange 算 子 的 鞍点 之 间 的 转化 ， 这 类 转化 是 古典 的 
Lagrange 乘 数 法 的 发 展 。 

É Mao M,, M,, М, 为 线性 半 序 空间 ， 零点 分 别 为 0:，0,， 
0,, Ө. 对 任何 半 序 集 E ， 其 极 大 集 E 定义 为 trlzE Е, rE 
E, т^>хт, Jljz'<x). 类 似 定义 极 小 集 E 。 

BB, Bi, В!СМ,, fı В;—»М,,9, B!—>M, В,СМ,, 
E =f[B.N Bg"+(B)]。 这 时 约束 极 值 在 于 求 E 和 EE RA 
CE), f''CE). | 

W М; 为 M, 一 >M, 的 连续 线性 映射 的 总 体 ， 类 似 定义 M:。 
一 般 我 们 要 求 M, 是 序 备 的， 即 其 序 结构 为 备 。 定 义 Lagrange 算 子 

L(z,Z*)= L(z,Z*;y u°; 1,9) = уа) + 2°[9(2)] 
ХШ27*ЄМ:, y* EM;。 

#DcCM.xM:, (z.,Z;)€ D, (z,Z°)€D, R. 

L(z,Z;y у) то, u2)<L(z,,Ztyul), 
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从 称 L 于 (zo ,2Z3) 处 有 一 鞍点 或 让 鞍点 (相对 于 D 而 言 )。 
按 传 统 偏 导 数 方 式 定义 偏 变 分 ， 对 x 和 2" 的 偏 变 分 分 别 记 为 
0, 和 6z。。 若 
ó,L((z ,Z;);h)<0, В=х-х., (ZilxG(z,,e,h)C Dy 
02-12 ,24)В)>0, h=Z*-Z;, (z) xG(Z¿,e,h)CD, W 
Жоли. Жи ЖЖ. 
定理 15。 若 (z。,0z*)EDC0z* 为 M: 的 零点 )，(zo,2Z;) 是 L 的 
ин, WICE, Z) Е РЖ, 
D (2*-2;[9(2,)1>6 
2) BELE) ~ fez)1>Z;[g(z)3; 
3) VESCE) = 162) 22256900) - 9(1%)1]. D 
证 明 Щ1,(х,,2;)<1(т,,7*) 导出 1)。 而 2) HLC, Zi Ь 
(х,,2* )йй2* = 0z* 导 出 。3) 可 由 条 件 LCz,Z3)<L(zo,Z*) 和 1) 导 
ЖІ. {r} x {2*°>0,.} Ср, М.Я, 则 在 定理 15 的 条 件 
Т, gÇ)20;, 3FZ420;:, д(ху>@;‚ (т,25)Є0, ШЕЕ 
РЖИ: VEFES). 0 
系 2。 车 {zoj x M:CD, M, 为 备 ， 则 在 定理 15 的 条 件 F, 
g(z,)=6;. D 
系 3。 在 定理 15 的 条 件 F, 3Z;[gGe)l>Z;i[gCz,)l, 则 
изо) 1200076), В. 00 Z; 极 小 导致 z, 是 1 的 极 
K. ü 
Жа. 在 定理 15 的 条 件 下 ， 记 
Е ={У{[7(х)1|2{[9(х,)1<2{[9(х)1} 
MJ УГЛЕ £. 0 
系 5。 在 定理 15 的 条 件 下 ， 若 Zi>gz 
Е, = (EFIE), 
ШЫ /(х)1ЄЕ, O 
系 6。 在 定理 15 的 条 件 下 ， 记 
B={y3LfFGz)]J+z3CgCz)]}， 
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则 иГеол+2Иосолев. 0 
系 7， 在 定理 15 的 条 件 下 ， 车 F s(n], Е, = (2519 
4291), Fs = {9(7)}， 设 zo Е Сет, ИИ ЕЁ. 
#z1>01, zo E97158s]， 则 ys[fCz)JER,. 0 
系 4、 系 5、 系 6 说 明 ， 在 一 定 条 停 下 ， 全 和 人 的 问题 可 转化 
为 全 的 问题 ， 也 即 约 束 优化 转化 为 非 约束 优化 ， 这 正 是 Lagrango 
乘 数 法 原来 的 思想 。 若 -23[9Cz)] 或 -gz) 表 搜索 z ШИЙ, и 
[f(z)] 表 搜索 到 z 的 可 能 性 ， 则 找寻 台 和 名 的 问题 即 为 约束 最 优 
搜索 问题 ， 它 可 转化 为 无 约束 最 优 搜索 问题 8。 有 约束 与 无 约束 
之 间 的 转化 本 身 也 是 一 种 泛 对 称 性 。 
EX. 
Bf, 9) = (Gg, 2) |U€ M,, УК), z€M,, 
Z<) те В,}, 
定理 16. И/:В,—>М,, 9:В,—>М,, Bf, ЧЕМ, ХМ, 
УЖЕ, /(2)> ИКС, EB, z€ B), б(т„)>®,,М, 
的 序 结构 为 备 ， 则 存在 不 同时 为 零 的 y; ЄМ;, М}, >Ө,,, 
2}20,., EAL, 2, y f, DFPE DARA. D 
证 明 。 因 (jzu)，6) 是 BC/，9g) 的 界 点 ， 故 存在 不 全 为 零 的 
GQ, 2), ДЄМ{, ZIEMERU, DEB, DA 
YUY) HZC KYSE] +Z (6,). 
因此 有 
иа) + 90), ж) 
2112]<0,62<0,, 
ЗУ < 0 ито), 
后 二 式 导 致 z;>0。， 妈 过 by*。 而 第 一 式 导致 z[g(zo?]= 9， 结 
合 起 来 即 证 (z。，z;) 是 的 ;鞍点 。 证 完 。 
定理 16” 在 上 定理 条 件 下 ， 若 存在 (办 ，zs)EB.(f，9)， 
z,>6,, Wyo. 0 
证 明 。 因 若 y; =07, RAEE B ZU; Су, +25 (2,) < 
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Уго + 2002, 得 到 不 等 式 z23[2*] 和 9， Am] 
18202201, 25+0:, ЯВ 2[2,140,, ЖЖ. Ш. 

Е (Kuhn-Tucker-Slater-Uzawa-Hurwicz Е 理 )。 设 了 .为 
一 凸 集 ，j 与 为 鼎 ， 存 在 zx*EB-，9(z*)>0.,M, 为 备 , 则 zo 为 F 于 
Вр K lig(z, 20,0 3 ЖЕ ЭЖЕШ ЄМ, 22 € M:, у 
>0;, 25220:, у1-50;, ( (то, гоу ВЯ. D 

证 明 ， 因 为 这 时 定理 15、16 和 16* 的 条 件 得 到 满足 ， 故 证 。 


4.4。 在 这 里 我 们 对 Дубовичкий-Милютин 的 极 值 理论 作 一 
些 补充 的 说 明 。 

Дубовичкий Мипютин 的 T 作 是 把 极 值 性 与 约束 性 这 些 泛 
对 称 用 一 些 凸 锥 或 线性 半 群 Bi 来 刻 划 ， 于 是 约束 极 值 的 一 个 必要 
条 件 是 UB, 为 空 集 ,因而 导致 存在 不 都 恒 为 0 的 连续 线性 泛 函 bi € 
Bi， 使 得 三 bi = 0。 在 特殊 情况 下 就 可 转化 为 极 值 控制 的 JIoarp- 
a3rnH 原 理 、 多 变量 分 析 的 条 件 极 信和 定理 、 变 分 法 的 Euler-Lagra- 
nge 方 程 和 数学 规划 中 的 Kuhn-Tucker 定 理 。 

区 Y6oBK9KHH 和 MomorHH 的 工作 可 以 这 样 来 推广 ,一 方面 目标 
泛 函 可 以 改 为 一 般 取 值 半 序 线性 空间 的 算 子 ， 另 一 方面 ， 对 偶 锥 
Bi 不 是 泛 函 集 而 是 类 似 的 取 值 半 序 线性 空间 的 算 子 集 。 从 本 章 
$2, $ 3 的 工作 ,我 们 知道 ,对 值 空间 是 序 备 的 情况 ， 传 统 泛 函 分 
析 ( 包 括 凸 锥 理论 ) 的 大 部 分 结果 都 可 推广 ,这 也 包括 Дубовичкий 
和 Милютин 的 定理 。 下 面 引入 的 概念 与 分 析 5 传统 的 有 些 不 同 。 

设 约束 集 为 BCM,，zo EB, R, GCO, 1)—>B, R(0)=Xo， 
ЭБА = 0 处 可 变 分 ， 则 6RC0，1) 叫 做 于 z= zx 处 8 的 可 变 分 方向 ， 
其 总 体 集 记 为 BCr。)，hE€ BCz。) 表 示 可 在 B 中 引 一 曲线 R(X) (NE 
[0，a)) 通 于 RC0) = x。， 并 在 zo 处 有 切 方向 h， 或 者 说 ,z+ 和 Mh 邻 
ЖАКО.) ЄВ, 邻近 程度 比 人 的 阶 要 高 。 可 变 分 方向 是 传统 切 方向 
与 容许 方向 〈 能 行 方向 ) 概念 的 统一 。 

设 BCM。.，f:B 一 >M,，zruEB，0R(0，1)EB(zu)， 若 存在 
eo=eo(OR(0，1))>0，0=0(OR(0，1))>0(<0)， 使 得 对 入 GE 
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[0, =. 

IROD G) + 9 

СО) <) + А0), 
则 6R(0，1) 叫 做 froEB 的 升 向 ( 降 向 )， 并 记 为 6R(0，1) EB 
《zo，f 和)CORC0，1)E BG, f +). 显然 有 

В(то, fl), Blo, FPCB). 

定理 17。 若 约束 B= 站 Di, 则 f:D1 一 >M, 于 z= z, € B 为 极 大 

GR) 的 必要 条 件 是 
NDiCxo, /} у=Ф(СП О, G, f4))=9) 
或 者 
CADICE ПВС, f14)=00 ПБ Ско) ПВ(х„,/ {) 
=ф). 0 

证 明 。 从 定义 即 可 推 得 。 

系 1。 若 M, 为 序 备 ， 其 正 部 (M,) + ЄВС), MARR, 
Di(ze， 丰 + ОНР, (т, FIDA, ЕЛ“ 外 为 
实心 ， 则 f 于 z, 为 极 大 〈 极 小 ) 的 必要 条 件 是 存在 不 全 为 零 的 di 
EDE (zo，f4)CdiEDi(zo，f y ))， 使 得 

Edi =0,,, ü 

TAHER, ЧАР ЇШЇН ЖЇЙМ,, ЕЛУ И ЯШИ ЗУ, 故 对 
例外 的 X， 若 Q Раста, 个) =D, WEERA Fd EM, 
4#134*(2)>0,(тЕР), 4*(т)<0,(хЕРа,(х, {#1)), HAM 


关系 式 
П, Рабо, FH E DiE, ft> 


Ж Єрт, f +》 = НОА, Фа, -d*, 
即 证 。 对 于 D= ф, 可 用 归纳 方法 证 明 。 对 极 小 问题 ， 证 明 类 似 。 

系 2。 在 上 定理 的 条 件 下 ,车 Di《zo)，B(z。,，f¢) (В(2,, 
8 )) 均 为 凸 锥 ， 并 且 至 多 除 一 个 外 其 余 为 实心 的 ， 设 M .为 局 部 
її, М, ЖЖ, MD ВСС), А/К ЧА 的 必要 
条 件 是 存在 不 全 为 零 的 di EDICE), ЕВ" (z, f 1) Єв" 
(Go fli) 使 得 
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ъ* +5743 = 0... 0 
对 偶 空间 的 元 素 可 看 成 微 商 或 变 分 的 一 种 推广 ， 因 而 本 di = 
Oa зБ" + Edi = Oa BAFI со, Р) =6,, F Eo) = Oers MAIR 
Euler-Lagrange 方 程 的 一 种 广义 形式 . 它 描 述 一 种 对 偶 型 驻 值 , 上 
面 的 定理 指出 极 值 型 驻 值 以 对 偶 型 驻 什 为 必 票 条 件 ， 是 一 种 新 的 
形式 的 泛 对 称 转 化 。 


4.5。 下 面 我 们 来 讨论 变 分 方法 中 的 误差 转化 。 

设 E 为 某 线性 空间 中 的 子 集 ，ECE，{^} 为 任何 趋 于 + co 的 
有 序 实 参数 族 ，H; € (E 一 ->E,) 为 投影 算 子 ， 即 Hi = H. 

BA E (E 一 >E)( 不 一 定 是 线性 的 ), 则 称 方程 4=H,Au 在 E， 
中 的 解 w4 为 方程 4 = Au(《 相 对 于 E;) 的 《广义 的 ) Галёркин 《型 
近似 解 。 

原来 的 Tanépras 方 法 以 及 后 来 的 TTeTpo8 的 推广 都 是 这 种 近似 
解法 的 特例 。 

> T ii ИГалёркин 型 近似 解 对 真 解 的 误差 ， 我 们 引入 下 述 条 
件 (G) 

1) EE 为 一 Banach 空间 之 子 集 ， 范 数 为 4，H4E=E,CEy 
ВСЕ, ММ) ЦЕ, Е OD AH 

2) 4 在 E 中 有 Fréchet 微 商 Q，1 不 是 Q 之 特征 值 ，|1(1 ~Q)- 趾 
=0<co, МАЙТ: и= Аи Жи, ЕЕ, 

3) 数 序列 


EA) = 62а, +416 +4,с1) 


1—д(а, + а, +а:с,). 
AR, Ria = 10-Н,01, 6, =|ОН,-9], 4, = 1Н,|, в = 
Ак, ~ Аи, ~ Ои, -и,)| |н» —u 17, и, ды = AU 相对 于 了 的 
TanepkHH 型 近似 解 。 

应 该 指出 ， 对 许多 具体 场合 ， 条 件 3) 是 可 以 实现 的 ， 

di 常常 是 有 界 的 ， 按 Banach 空间 的 双 直 交 基 的 展 式 部 分 和 
(广义 Fourier 级 数 部 分 和 ) 往 往 满 足 类 似 于 直 交 级 数 的 Bessel 不 等 
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ЖА GX PE RJ ЖЕ Веззе!1 8). 车 Hiu 就 是 这 样 的 部 分 和 ， 
1 的 有 界 性 可 以 用 Bessel 型 不 等 式 导出 ， 特 别 对 Hilbert 空间 更 是 
如 此 〈 因 这 时 Bessel 不 等 式 必然 成 立 )。 

PMU, |E DA E: 中 对 4 在 范 数 上 | 的 意义 下 的 某 一 最 优 吾 
近 元 素 ， 即 使 得 hw 一 串 达 到 极 小 的 vEE，。 当 然 M(w，1E, 中 不 一 
定 存在 ， 我 们 在 以 后 用 到 这 一 符号 时 ， 总 是 已 默认 它 是 存在 的 ， 
而 且 范 数目 还 可 以 是 一 般 G!* 范 数 ， 这 时 "|| 取 值 的 线性 半 序 空间 
一 般 要 求 是 备 的 。 

Ни ЖМ(и, |E), HHA RHE, d, 也 常常 是 有 界 的 
〈 利 用 共鸣 定理 )。 条 件 〈G) 中 之 1) 往往 可 帮助 我 们 来 判定 d; 是 
BAR. 

HBAR, ЖН,——э1 САЙТ), Wa, b,—0, 

#Au=Tu + 了，T 为 线性 ， 这 时 B=T， 因 而 也 就 有 ck = 0, 

当 4 为 全 连续 时 ， 即 4 为 映 有 界 集 为 列 紧 集 的 连续 算 子 时 ,有 
lui ~=us|>0, ал, bi, с. >0, Аа НЯ, ЙЕ) 
0 (@#[8J). 

有 了 这 样 的 认识 ， 我 们 就 可 以 陈述 Красно-селбский 定理 的 
一 种 形式 

G 转 化 引 理 .车 条 件 (G) 成 立 ， 则 有 

{ш м, |< (1+ 200) и» — Ни, |. 

证 明 参 看 [8] (176 页 )， 这 里 引用 了 稍为 一 般 的 形式 (我 们 把 
[8] 的 证 明 过 程 中 用 到 的 条 件 汇集 成 条 件 ССЭ). 

设 TI 为 Hilbert 空 间 E 中 定义 在 DCT) 上 之 线性 全 连续 算 子 ，1。 
为 其 简单 的 特征 值 ，w" 为 对 应 的 特征 元 ， 


Tu’ =1,и° O) 
ЗЕ и” = (mm)-:， 则 上 方程 的 解 化 成 方程 
u = j|u|| Tu (2) 


的 解 ， 而 且 特 征 元 和 特征 值 同时 解 出 。 这 是 一 非 线性 方程 ， 其 对 
ФЕ, СОСТ) Галёркин я ќи? 
ui- [и Н,Тиў =0, т = |ui], 
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也 就 是 (1) HFE: Галёркин И. 33 (2) 写成 4= Au 的 形 
R, WRF CG) 中 之 C (为 4 在 wu? 处 的 Fréchet 微 商 》 有 下 列 形 
式 


Qu= NU, u°)u° - Tu 
No 


R3EUEfEDCT)irB 889, WRA 就 会 得 到 满足 ,并 且 对 应 的 
<G) 一 0， 因 而 G 转 化 引 理 变 成 : 
G* 转 化 引 理 。 在 上 述 条 件 下 


iyi 
二 -二 | 三 À °H, uo 
7 1 AEA Nu au’ || 


jug- w< + EOU’ — Наш 
(参看 [8] 中 182 一 183 页 )。 口 
我 们 现在 来 求 出 一 些 更 深入 的 结果 。 
Еу Неге, НЕЕ ДИ, 线性 算 子 了 = A+ KZ SE 
义 域 D(CT) = РСА) СН, WA EDCA.) ЕЖЕ (+, +)JE 
EER, ЮРЕ т>0, EAA., >r jul’, u EDCA), 
РСА КА, ЭЕ ЦИ СА) = Си, uT =A, w А 
而 成 H。 设 E, 是 有 限 维 的 。 
定理 18。 设 E,,CE,,CH, пү<п,, ЈЕ, Ц "| (4 在 
Нр. WAK (AFMA) EHP Jil (A DALEE, 
E žile САЗЖИ, 38 
Tu= (A, + К)и= f (3) 
在 H 中 只 有 了 唯一 (广义 )》 解 w,， 则 对 E,( 按 8 之 内 积 (*，。)》 直 交 
投影 H, 而 得 〉 的 TaAépkua 近 似 解 ,满足 
(ua ~ Halle CADS CLH EFC) ue ~ Неи, СА) 
= атом |ue —e|.CA.5 


= (1 +E*CN))| и, -М(и,, IE,|.CA.3)1.CA.) 
这 里 H; 为 按 [。，*…] 向 E, 之 直 交 投影 算 子 ， 


(2a, + b,) 
EMIL ICa, t bn) 


—0, 
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д=1(ї+ А K) |<, а, =|Аз'К-Н:Аз'К|->0, 
b, = || A3 KH; - Ау! К|-0. 

因此 由 和 ,之 正定 性 ， 可 以 估计 [ue и и, | .САо). 

0 
证 明 . 我 们 知道 ， 方 程式 〈3) 的 解 必 是 方程 
ut+As'Ku= Aç1f (4) 

之 解 . 一 般 说 ， 反 之 不 然 。 但 车 考虑 广义 解 ， 即 按 | |,(A,) 扩 展 
封闭 的 集合 中 的 解 ， 则 (3 和 (4 是 等 价 的 。 这 时 ， 不 难看 出 ， 方 
ЖТи = 了 对 f 对 Es, 按 E 之 内 积 直 交 投 影 H, 而 得 的 TaAépkus 近 似 解 和 
方程 (4) 对 E, 按 H 之 能 量 内 积 [*，，] = СА, •, +) 的 直 交 投影 H; 而 
得 的 TaAspkH 近似 解 是 一 致 的 。 因 已 设 (3) 之 解 唯一 存在 ， 故 方 
Ж (4) 在 E 中 也 有 了 唯一 解 w， 因 此 ~ 1 不 是 Ai!K 之 特征 值 。 由 
ANIK 之 全 连续 性 知 (CI+ ATIK)-1! 存 在 有 界 《Riesz-Schauder Е 
理 )， 即 5<co。 这 时 ， 在 条 件 (G) Ш б=- АЗК, с, =с,=0 
<ЯЖА = - АТК ВЕ), =d,= |H:|<1., НСИ 
即 得 本 定理 之 证 明 ， 证 毕 。 

这 一 定理 实际 上 精密 化 了 MrxaaH 关 于 Галёркин 方法 收敛 性 
的 判定 定理 [9]， 而 且 和 最 优 逼 近 理论 联系 了 起 来 ,用 简明 的 形式 
实现 了 误差 的 转化 ，[9] 在 同样 的 条 件 下 只 断言 了 收敛 性 ,而 没有 
误差 估计 。 

G 转化 引 理 一 般 说 不 便于 直接 处 理 无 界 算 子 的 方程 ， 而 定理 
18 在 一 定 程度 上 解除 了 这 一 限制 。 

在 定理 18 中 关于 As!K 的 全 连续 性 的 条 件 是 很 重要 的 ,下 面 我 
们 来 具体 地 研究 一 下 ， 在 什么 条 件 下 A51K 在 H 中 为 全 连续 ， 

引 理 1。 设 Ao! 按 E 之 范 数目 为 全 连续 ， 对 uwEH, |Ku|<c 
lul CAD HR WAT KRH ZECA 为 全 连续 . 0 

证 明 。 设 {u} 对 外 14。) 为 有 界 ， 因 而 |Kuws| 有 界 ， 故 有 一 
ЗАЯКи,:}, WIAT Kunt le 1089 

Jim|Aç! Kuni — Aç Ku,, | =0 
їй ^^ 
. 46 。 


ПАК Cuni Unj) (Аз) = (Ao Аз! К(ин- Unj), Aç K Un 

-и„)) 

= (Kuni и), AG К (и; -и„;)) 

<кКан- Unj) ПА KC — ua) 

ош ~ tnj! (Ao) |AG Ки, и, р) 

<# М e | AT K Uni 0,3) 1-50, i, jo, 

引 理 证 毕 。 

RADE, HATA EER, KAAR, MAS KZ 
lA。) 也 为 全 连续 ,所以 判定 在 什么 时 候 A51 对 上 "为 全 连续 
是 很 重要 的 。 

由 [9] 中 的 结果 知道 ， 芳 4。 之 谱 是 离散 的 ， 并 且 4。 之 所 有 特 
征 向 量 对 |+ ЗЇ}. л 都 是 完全 的 〈 即 它们 的 线性 组 合 按 站 .| 和 
Пе Пао 在 DCA.) 中 列 密 )， 则 4 了 对 外 | 为 全 连续 ([9],386 页 )。 

因此 , 判定 在 什么 时 候 A, 的 谱 是 离散 的 就 很 重要 ， 下面 我 们 
来 考虑 一 种 对 微分 方程 很 重要 的 情况 。 

设 D 是 R" 中 之 区 域 ， 泛 函 空间 W4 (或 写成 W')CD)) 是 采用 
范 数 


М = А+ О} 
封闭 而 形成 的 Banach 空 间 ， 这 里 JE Z*(D), ft Л Яй 
导数 ， 和 号 本 是 对 所 有 i 阶 偏 导数 来 取 的 (参看 [10])。 
引 理 2。 设 РАДСНСЕС У: (D), E 之 内 积 定义 为 
Се, DWED =C, Эно +E e, р), DN 为 1 阶 
广义 偏 导 数 ， 并 且 DCAo)CWs*CD)， 而 且 对 ED(A。,) 有 
СА ов, Ww o 20|ш| ичо у. (5) 
6 为 不 依赖 于 4 的 正常 数 ， 则 《不 仅 4ok= EHER ele ao 有 解 ， 
BATHERE, MEDA ZIHER, MAS e ор, М 
lele мо 都 是 全 连续 的 。 故 当天 为 有 界 时 ， 则 Ai :KK 是 全 连续 的 ， 
因而 可 以 用 于 定理 18。 n 
证 明 。 KRE, ЖА РСА) ЕЖУ 
М. 22—278, ЖА (и) СН, (Аи, и) р, = hul? ao 
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# М шир wn BRAR, ВЕНУ ЖМИ CD) 
之 KoHmpatroB 型 定理 (参看 [10])， 知 道 这 时 {z)} WPO) 中 强 
列 紧 。 由 {u} 之 强 列 紧 就 可 得 到 A, 之 谱 的 离散 性 〈 参 看 [9]195 页 
之 命题 )。 证 毕 。 

注 ， 对 于 一 般 椭圆 型 微分 方程 ， 已 经 有 了 较 好 的 先 验 估 计 的 
HRUD, Ш, 系数、 边界 条 件 的 连续 性 以 及 边界 的 光滑 性 可 
以 估计 解 的 可 微 性 及 导数 的 连续 性 ， 因 而 即使 没有 求 出 解 ， 也 可 
以 估计 高 维 多 项 式 对 解 的 逼近 度 。 有 关 的 直接 定理 是 已 经 有 了 的 
[20]， 因 而 对 这 类 方程 就 可 以 直接 估计 多 项 式 类 中 的 Галёркин 
近似 解 的 误差 。G 转化 引 理 和 定理 18 指出 ,在 一 定 条 件 下 ， 
IaAEpkra 近 似 解 的 误差 与 最 优 逼 近 的 误差 是 同 级 的 。 利 用 下 面 的 
P 转 化 引 理 和 M 转 化 引 理 或 者 直接 由 某 些 柑 入 不 等 式 , 还 可 以 估计 
在 其 他 意义 下 的 误差 。 


4.6. 车 算 子 7 在 DT) 上 为 线性 正定 ， 利 用 Ritz 方法 和 
TaAtpkaa 方 法 求 Tu = f 的 近似 解 是 一 致 的 ， 因 而 这 时 前 面 的 讨论 
蕴 可 用 于 这 种 情况 下 的 Ritz 方 法 。 

车 ECDCT) 为 闲 ， 则 对 于 E; 的 Ritz (ЕЁ Галёркин) 近似 解 
就 正好 是 

ид =М(и.,|Е, |. т)» 
п, ЖЕЙ, |, o 封闭 了 的 空间 Р, cr, 中 的 真 解 。 因 而 可 直接 用 最 
优 逼近 理论 来 讨论 这 类 问题 。 

设 儿 ,| 为 某 一 G+ 范 数 ， 对 иєр(т), іа [и] z = Ти], ш 
Pio 也 是 一 种 G* 范 数 。 若 BiCDCT) 对 | om HA, Mim jur 
-ul т, = бы, и„ЄЕ,, NUCE: 为 有 关 的 用 以 赋 范 的 于 序 空 
间 ， 极 限 是 有 关 的 极限 。 这 时 ，E, 方 程 Tu = 了 的 最 小 二 乘 方法 近 
似 解 wa 定义 为 &: = M(u,,|E,| a), u, РОУ. 

因此 数学 物理 中 的 最 小 二 乘 方法 从 广义 上 来 讲 与 最 优 逼 近 的 
概念 本 质 上 是 一 致 的 。 对 于 正定 算 子 〈 这 时 自然 是 指定 义 域 属于 
某 Hilbert 空 间 )，TaAtpka 方 法 、Ritz 方 法 、 最 小 二 乘 方法 、 最 优 
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逼近 方法 等 ， 从 某 种 意义 上 讲 ， 它 们 基本 上 是 一 致 的 。 例 如 这 时 
Ritz 方法 可 理解 为 一 种 特殊 意义 下 的 最 小 二 乘 方法 : 范 数 为 
|1 ， 算 子 为 么 算 子 。 

最 小 二 乘 方法 自然 可 用 一 般 的 G* 度 量 来 描述 ， 例 如 也， 中 对 
,在 度量 p 的 意义 下 之 最 优 副 近 元 〈 若 存在 的 话 ), 可 记 为 Mw,， 
pP，B1)， 引 入 一 新 的 G+ 度量 pr《z,y) = PCTz，T2), 则 最 小 二 乘 方 
法 中 的 逗 近 元 是 MC(u。，pr，E,)。 


4.7。 现在 来 讨论 用 Ritz 方 法 来 算 特 征 值 近似 的 误差 转化 的 
一 种 情况 。 

设 T 在 Hilbert 空 间 E 中 为 正定 ，T 之 定义 域 DCT) 在 H 中 稠密 。 
йл 为 7 之 第 一 特征 值 ， 

Tu с) =n Vu с $ іш 《1) | = iy 

п 3 lulen = Tu, и), [и] = 1 之 极 小 什 。 

W [+|<а[+|,.›, а>0 (ТЕ), туу (Ти, &) 之 极 
А ЧисЕ, сост), lu] =1，B, 为 线性 空间 。 

定理 19。 设 e, 为 B, 之 任何 给 定 的 元 素 ，|el>0， 则 有 


1+alu 2 lleCT) ШШ 


(< -1 о < 7 
leall 


一 enler) 。 О 
ЗЕЯ. т = (Ти, Un), [u,| = |] =1, u,€E,, u, 
=е„/]е„|, ШИЖ пот, БИ 
ооо Tu”, и); 
另 一 方面 
(Ти, = и), (и, ut) = (Tun, u,) 
+ (Tu, WD) + (TUP -и,), ич) 
= (Ти), и») = (Ти, и.) - (Ти, u‘) 
=n C u, u,-u Ó), 
Bln S0, Ж 


б<? -NV STH Ua) — Си, шау 
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= (Ти, и), u,—-u)—n (и, — ut, u = ut) 

«ии ст = Пе Ce, — ut 
ии Пе) ll, r, 

<len е, ить + то lenu} 

«а чаи“ ler 16,17 Nu? ет» 


定理 证 毕 . 
$5. 了 转化 引 理 


在 这 一 节 中 我 们 介绍 P 转化 引 理 ， 也 叫 第 一 转化 引 理 ， 它 是 
许多 转化 定理 、 反 定理 和 许多 嵌入 定理 的 一 种 统一 的 抽象 形式 。 

标号 集 ( 或 参数 集 ) I 被 我 们 选 为 实数 区 间 。 对 离散 的 情况 ， 
讨论 亦 是 类 似 的 ， 而 且 大 都 可 以 对 有 关 函 数 补充 以 适当 的 值 而 化 
成 连续 参数 的 形式 。 一 些 估计 式 历 积分 形式 来 描述 ， 自 然 在 离散 
的 情况 可 用 有 限 和 的 形式 来 表示 。 

我 们 引入 条 件 《P,) 的 定义 于 下 : 

D 设 (E,F,p) 为 G' 空 间 ，pE PCh)，F 为 备 ， 

2) 《Pi) 为 E 中 序列 ，1 为 [c，d)3 

3) 对 c<0,<0,<d， 有 Pp(P。,,P,,)<H(01, 0,), 
REHN, E) EFNA h. 

引 理 P,. FR PORZ, и>1, c<k<n, un<d, WA 


рр, Ру<с, б] wo a(i, 1), 


21gt 


ое 


1 
RE т>и АН} 
C,Q) = 2h3 (п b]guy"1, 
对 一 般 的 ?> CEIR ALNU MH) 
C,Q) = 4h? (ви) t, ü 
Ш. Gusa, Зет, ИБН, <m, 049 
д" << а”, а" <1<а"<«а-?а, 
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故 有 
ОФ," Р". )j<hp(P,-., Purita) 
+h:p(P,= i, Prite )+ + 
+h'u"'p(P,=-i , Ро", ) 
=hH(a"'*1 , 2" э +А2Н(а“' +2 š Q™t1l +... 
+h" Ha", ау 


<h I š h'H(a',ar-2)du 
"tA 
mita 
+f h'H(a', ar2)dU +e + 
така 
+Í ч һ'Н‹а', a'-2)du } 


anm |” нин, aedy, 


ЭХ ЖАНН СКР, Ш РР, RHC, 8) ИМ 
调 性 ， 可 像 实 函数 一 样 证 明 其 存在 ， 并 可 像 实 函数 积分 的 估计 一 
样 进行 如 上 的 不 等 式 估计 。 
另 一 方面 ， 
р(Р."., Р,)<Н(а"', Му<Н(а”', а”! у 


ETI 


1 
=-=. | WH, ата, 


PPri, PASHO, MEH(a™, а") 


<a" |" На’, а-)ау, 
因此 ， РСР, P.)<hp(Pi, Ра". +1? р(Р."., Pari) 
HRPP, Pych f”? wHo, ата 


орз р т t \dt 
Toga Jon, Я н(е) 


ооо по н( 2), 


车 71> 只， 我 们 就 选择 m, <m, Ф 


< 
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а"! <А<а“, а" <1<а“*1, 
ЯН ЕН: И ШЕ] рет а. 
证 毕 。 
我 们 定义 条 件 (P) 于 下 ， 
D 设 (E.，F.，p:) 为 二 G+ 空间 ，p-E[Q]，p+EP(h)， 点 
序列 (P;)CE_-，F, 为 备 
2) AiE(E->E,)， 并 对 和 ,<< 入 ,有 
р.СА,,Р,,, A. Pa SYO, Ais pCPi,, P1,)), 
这 里 W(x, у, ДЕ d? xF >F, NG) 
8) RAES EE HEA) EdF), 
p-f, Р,)<е0); 
4) Фес, =W, у, OEE, UDEG L). 
P 转 化 引 理 。 车 条 件 (P) 成 立 ， 刚 
pi(AsPs, АРС, ey 6,1), O) 


ЖНе<^<1<ит<а. O 
证 明 。 因 为 p-(f"，P。)<elo)， 故 可 得 到 
p-(P.,, Р, )<0-(е(а,), е(0,)), о,<о,, 
因此 有 . 
р+(А..Р.., А,,Р., < (04, 0,) 
由 引 理 P; 即 得 本 引 理 的 证 明 。 

下 面 考虑 线性 空间 的 情况 。 设 E 为 线性 空间 ，{Ei}4 „УЖЕ 
何 标 号 集 )， 为 E 之 一 子 集 族 ， 给 定 0(X) Є С), Ше, e, € 
Е; => + (е;-е,) СЕ, а, ШЇЇО{Е;}Є ALo], 

我 们 定义 条 件 (B) 或 (BE)Cp，| .1,,[c， 中 ) 如 下 ， 

D RE, Fo |1-1.9026* #128), l-E 1-1,6 
Ph), Е.Н 

2) E., CE,, CEL, о,<0,, {E1} E ALO]; 

3) АЄСЏЕ,-Е,)", ЖееЕв, 有 

lJAe|, «ФО, (ей), 
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ФС, g) € (Ix F_—F,) П (=, t); 
4) 对 某 给 定 的 1-EE.， 有 PE EE， 使 得 
IFT- Pil- <E), 
EDEFONQD. | 
P 转 化 引 理 。 在 条 件 (P) 下 ， 则 对 于 c< 和 A<n<un<d， 有 
ГАР, — АРД, со [оо 


solit, о 
“Q(t)= Q(t, D. D 
ЕЯ. 因为 对 于 c<o,<o, <d 有 
Po, =Po -<C Pel If- PN) 
<О0(є(о,), =(в,))<*О((в,)), 
9—31, BIP... Po, ЄЕ,,, Ро, =Po, ЄЕ ү ,, 
因此 有 
AP., -АР., | ,<Ф(о(о,), JP,, —P,,|-) 
<$(9(0,), *О0(2(0,))), 
EPCC), *ОСесуу))у НР, 中 的 HCz，y)， 或 P 转 化 引 理 中 
的 业 (z，y)， 即 得 本 引 理 的 证 明 。 证 音 。 
,对 1 由 为 完备 ， 是 指 {e.}CE,， 
lim |e, -е„[+=0х, 
Ч 3e€B,, lim|e- s.l, 0. 
ж. EREE, [|o Го, «Жи, Ex 1-1, 为 完 
备 ， 并 且 对 于 某 XoE[c，co)， 
Daf, оосо, *9(е (1) № 
在 F, 中 有 界 ( 即 有 限 )， 则 存在 f+ EE;， 使 得 
А+ ~APil,<hCN)D), (3) 
特别 当 h = 1 时 有 


[/* - AP,|,< і о», 


‚ 53. 


*o( | (Ly) |. Q) n 


证 明 。 由 P 转 化 引 理 ， 我 们 有 
|ДАР, ~ АР,|,<С,0)роО), 
因此 有 
00) ~- ‚а ТАРА, - АР,, |, = Or» 
因为 E, 是 完备 的 ， 故 知 存在 f+ ECE, A 
C0) -limlf* ~ АР,|, =. 
另 一 方面 
|/* ~ АР. |, А17 АР, + АР, AP, |,}, 
令 1->co， 即 得 引 理 的 不 等 式 ， 
注 ，1) 关系 式 (3) 就 是 逼近 论 中 关于 误差 估计 的 转化 定理 的 
一 般 形式 。 概 括 地 说 ， 在 一 定 条 件 下 ， 由 |F ~ Pil е0), 9 
导致 估计 上 f+ -APL AGON). ЩЕ, |, 不 封闭 时 ， 我 
们 可 用 泛 函 分 析 的 一 般 方法 加 入 理想 元 素 使 之 封闭 ， 这 时 A 的 概 
念 也 推广 了 。 有 关 的 三 也 成 了 A 之 定义 域 中 的 元 素 ， 而 且 往往 可 
认为 Af-=f*+， 即 A 之 定义 域 可 能 扩展 了 ， 而 A 成 了 广义 算 子 , 一 
般 说 来 ， 即 使 A 为 么 算 子 ，f* 也 不 见得 在 原来 意义 下 等 于 f-， 而 
可 能 是 /的 某 种 延 拓 和 修订 .近代 文献 中 的 大 部 分 有 关 通 近 转 化 
的 定理 都 可 概括 在 (3) 的 形式 中 ，{E4} 可 以 是 多 项 式 族 ， 整 函数 
族 ， 特 征 函数 族 张 成 的 线性 空间 ， 以 及 各 种 各 样 泛 函 空间 中 的 函 
数 族 。 特 别 可 以 选 为 族 {LMC| "<, ||" 68,10, ооу) 
某 G* 范 数 。 例 如 多 项 式 的 次 数 ， 整 函数 的 级 和 型 , 概 周 期 函数 的 
指数 的 上 确 界 ， 等 等 ，E。 为 E 中 某 一 子 集 ， 而 МО А) ЖЕ, 
中 满足 llzl*<X 的 集 。 只 要 找到 一 个 形 如 14Aelj;<eclel*，llel_) 
的 嵌入 不 等 式 就 可 以 〈 至 少 形式 地 ) 写 出 一 个 融 近 误差 转化 的 定 
理 , 以 及 后 面 的 反 定 理 和 下 节 的 M 转 化 引 理 关于 最 优 逼 近 的 结果 。 
这 样 的 不 等 式 式 是 很 多 的 cz0。 
2) RALPHA IR, Æl Ec АКМ 1° 
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和 )}E АГо], cQ) =0*0, №, эң le 是 集合 的 维 数 时 ， 则 
0*(ь 5) =тах(т, 8), o) =, 
#2 在 系 1 的 条 件 下 或 者 存在 f+€ EB, 使 得 
02 limlf* ~ АР,|, = 05%, 
WE, в, са, |-|.Е РЕ), 条件 
EXP: | ь Со, ооу) 
成 立 ， 并 且 对 e EE, 有 llel:<G:(lel,).G;(t) ECF, >F) NC,), 
则 
[+= AP,, |С, (7-Р, i ІР) 


+h С, (А) | 
CCEDNA © 


这 里 &EJ， J 为 任何 标号 人 党， 和 (&) с QQ->[%o。，co)) 是 任 给 的 。 口 
证 明 。 实 际 上 ， 对 不 等 式 
It- АР,, АР, ААР, ~ АР», |1 
HEKI RERED Os lelo Le DHARA 了 转化 引 
理 ， 并 注意 到 不 等 式 
|/*- АР, M:<G.([f/t*- АР, |.) 
就 得 到 本 定理 的 证 明 。 证 毕 。 
Ж. 1) 特别 是 在 系 1 的 条 件 下 ， 当 h=h.= 108, ЖАФЕ 
ГАьи?, со), 


Ш*- Ар, (А [во 0 (#(1)) 4) 


фос), 


uA) 
А, 


яр]. Фо, “о(е1)) 4%, с 


而 当 | 上 > = |+] В, =, Ју, #h=h=1, ААЙ, W 
# 
If- Pi, l SG,GG (0) 
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+ Фос, зе (1). (7 


lgu 

D 我 们 知道 了 上 f* - АР: 的 估计 ,一 般 就 可 以 估计 | 六 上 < 
hjft- АР, |: +h | AP, 。 而 反 定理 的 古典 形式 正 是 由 If- 
Ре MA” le RIIE Р AARRE ЯСЕН ERT И. k 
KAU СНГ |х- | 的 形式 来 刻 划 , 像 么 关系 的 解释 中 所 说 
的 那样 )。 近 代 文献 中 的 反 定理 大 多 数 都 具有 (6), СТ) WE 
=. 

转化 引 理 的 关键 在 于 估计 函数 g 的 找寻 ， 有 时 对 有 关 的 Ei， 
9 是 无 法 直接 找到 这 种 估计 函数 的 。 但 是 ， 在 一 定 条 件 下 ， 可 以 
转化 到 另外 的 族 {E2}， 使 相应 的 p 可 以 找到 ， 那 时 作 一 些 难度 不 
大 的 处 理 ， 就 可 以 继续 应 用 P 转 化 引 理 。 下 面 举 一 例 子 。 

我 们 定义 条 件 (各 于 下 

D 条 件 (P) 中 1) 一 3) 成 立 

2) FEE, ҺЄЕ, |/-- fileA), EM EdF), 

3) ЖРОЛЕЕьа» lfi- P. a |-<nQ), nME (1-Е), 
EMNE d>DNA с); 

4) GQ)=QGQ),nQ))C€ ->Е-)П 41). 

这 时 我 们 有 

PREIE. HA È RE Асл писан 


О О 
aen 
证 明 。 实际 上 这 时 有 
ПР) «017-1, ~ Ри» |-) 
KQEA NA). 


由 P 转 化 引 理 《 这 里 的 Pi 相当 于 那里 的 Pa, Go 相当 于 那里 的 
Eo), BEIM, ER, 
注 ，8 转 化 引 理 也 有 相似 于 ?转化 引 理 的 系 1， 系 2 的 形式 , 把 
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ЭХ Н Р ЛЕЙТ Ж 9 EH, 可 以 得 到 Walsh 和 
Russell? и, инж, им. 


$6. M 转 化 引 理 和 S 转 化 引 理 


6.1. 从 前 节 的 讨论 可 看 出 ， 一 切 误差 估计 都 与 最 优 有 逼近 元 
的 误差 估计 有 关 。 下 面 我 们 来 讨论 最 优 逼 近 元 的 误差 的 转化 问题 。 
我 们 定义 条 件 (M) 于 下 : 
D 给 定 了 G+ 范 空间 族 СЕБЕ, |, Eta F, |, FA 
#, ЕЇСЕ, EiCEiNE:, {Ei}, {Е} Е АГо1,| +1 ЕГОР 
ЛЕТ, ТЕ Ж» 
2) 对 eE E(w 有 
leli<7 del), 
Є (ЕР) N (t) 
3) 对 于 某 给 定 的 计 EBE#3， 有 共同 的 P1 EE, #31 -Р 
<et), г E (1-Р), 
这 时 我 们 有 
M 转 化 引 理 。 若 条 件 (M) 成 立 ， 则 有 
lfi -MfD KiE AN, Ja 09021}, (1) 
Нм: = МОЗ, Ei, +0100) =Q, t). D 
证 明 。 事 实 上 
М-м ОИ Pali, Ma cfi) - Palli} 
<Qi(et@Q),J(IM Р-Р} 
«01 {et A), Ja ГОЗ M, (fa) - fi |z, 
Iz- PIDI} 
<Qi[e' Q), MELONI 
证 毕 。 
Ë, D M 转 化 引 理 也 叫 第 二 转化 引 理 , 而 且 不 难 推 广 到 一 
Вс р, 
2) 当 上 .EPCh#) 时 ，(1) 式 变 成 
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И-М DIK {E A) + EATE OA] ©) 
3) #Ei=E:, |.1#= 1:18, /ї=/#, агл, W 式 变 


成 
f*- M Cf HN Kh {EtA +J [2h e Ql). (3) 
特别 当 产 = f 时 有 

#-м, Ре) EAE OA) (4) 
而 当 |" 淖 : 均 满足 三 角 不 等 式 时 ，h:=1， 则 有 
-MNIE + 2,2207, 

4) 把 这 些 结果 与 FaAspkHH 方 法 、Ritz 方 法 、 以 及 最 小 二 乘 方 
法 结合 ， 可 以 得 出 许多 关于 变 分 方法 的 误差 估计 的 转换 。 已 经 验 
算 过 ， 用 M 转 化 引 理 来 处 理 二 阶 椭圆 型 方程 的 一 些 边 值 问题 Ritz 
近似 解 ， 得 的 结果 要 比 [15J 中 得 的 精确 一 些 ， 

5) 在 应 用 M 转 化 引 理 时 ， 关 键 在 于 找 出 条 件 CM) 中 的 J4(z)， 
EA), ЛС) Б ААА, 但 它 不 是 要 求 对 全 空间 
来 建立 的 ， 而 是 对 某 一 特殊 类 B; 来 建立 的 ， 对 各 种 泛 函 空间 已 
经 有 大 量 的 工作 可 资 参考 。 至 于 e+(X) 的 找寻 ， 一 种 方法 是 有 赖 
于 各 种 类 型 的 直接 定理 ， 另 一 种 方法 就 是 在 已 知 e+CX) 之 一 时 利 
用 P 转 化 引 理 求 取 另 一 的 估计 ， 或 者 直接 应 用 某 些 嵌 入 不 等 式 。 


6.2. 前 面 我 们 所 讨论 的 各 种 逼近 方法 都 可 以 视 为 元 素 经 过 
某 种 依赖 于 茶 些 参数 的 ) 运算 后 形成 的 偏离 。 我 们 现在 来 讨论 
另外 一 类 型 的 转化 关系 。 

我 们 定义 条 件 (S) 于 下 : 

D 给 定 G' 范 空间 族 (E,Fi, elid, |1 €[Q,)l, E: CE, 
$: Е (E>E); 入 EI，1 为 任何 标号 集 ， 

2) 对 任何 e:/，e, СЕ, Я 

{$,(е,)— S,(e,)|i <e,- e, |х), 
WI Є (Fs—F1) 1 (ЇЇ); 
3) 对 某 给 定 的 在 EE， 存在 P; E Ei， 使 得 
| -РИ <=), |SP- R], 
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eA E UFE), nF) € 0-Е), 
这 时 我 们 有 
SHIR. FRIE O 成 立 ， 则 有 
П - SfON ОО“ 0.), nN)I, Ye (А))). 
(6) D 
证 明 。 实际 上 ， 我 们 有 
Mi- SONi- 5КР) ‚15 Ро - КБ} 
«оҳ -Pli ISPD- PII WAP- А} 
<Q.(Q.[e* Q), nF, PEAY. 
证 毕 。 
Ж. 1) S 转化 引 理 又 称 第 三 转化 引 理 ， 当 || =|.|*, 
M EP), Је, 00) = 0 时 ，(6) 式 变 成 


IAE = Sf) KR LEN] HAVETTA); (7) 
2) щр=Л, п) = 0, |+] ЄР УНД, ОЖ 
ПА $ ге Q) + Ш, (е Оуу, (8) 
=, е0) = 20), МУЗЕЯ 
ИХ, = $ ое) + PEAN); (9) 


3) 同样 的 问题 有 时 可 用 M 转 化 引 理 来 处 理 ， 但 没有 用 S 转 化 
引 理 来 处 理 的 粮 度 高 ， 而 S$ 转化 引 理 的 条 件 2〉 是 对 整个 E 来 估计 
的 ， 记 以 条 件 要 苛刻 一 些 ， 

对 于 (e)Gi 范 空间 中 的 有 界线 性 算 子 5,，5 转 化 引 理 有 更 好 用 
的 形式 。 

我 们 定义 条 件 (S。) 于 下 : 

D 给 定 (e)Gi 范 空间 族 (Е, Fi, |12, Се), li ECOJ, 
ЕСЕ, 5,Є (E 一 E)* 是 (Ee)r(e)+ 连 续 的 ， 

2) 存在 5; 之 不 动 点 P: 使 得 

Ii- РО = 

еї Є (єўї, EFA) E (1->R) 为 数值 函数 。 

这 时 5 转化 引 理 具 有 形式 ， 

S ESIE, ÆR (Sa) 下 ， 有 
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Ii- SIDIG Aei, 60), a0) 
Ӧ(А, в 5 le, si ет. 口 
证 明 。 实 际 上 ， 
П 5а О - SPA, ISP- 81075013) 
<Q.(fi- Рі, 60}. 


证 毕 。 
# 1) 当 | ,性 均 为 范 数 时 ，si 可 取 为 1，S- 转 化 引 理 就 变 
成 
Ifi- SADIE A, 15,8709), (11) 
мм |1 РВ, МУХ 
А-5 О) H $ 670. (12) 
у=}, 1-0 = П Є РСВ, ЗХ 520) = БОА), (122% 
la- < ($ + РЕ (13) 
2) 对 相应 于 S 转 化 引 理 中 mA) 关 9rf 的 情况 也 有 类 似 的 结 
м. 


6.3. 在 S 转 化 引 理 中 也 存在 要 找 共 同 的 P, 的 问题 ,这 可 同 对 
待 M 转 化 引 理 一 样 来 处 理 。 有 时 可 以 直接 解除 这 一 限制 ， 下 面 就 
是 一 种 尝试 。 

我 们 定义 条 件 (S) 于 下 ， 

1) # (Е, Fi .| 刘 为 G* 范 空间 族 ，| .IEE PC1),EY СВ» 
57, S.€(E—B), ŠS =S; EI，1 为 任意 的 ， 

2) 对 任何 e1,e,: EE， 有 

ISe) ~ 516е,)12< 20е, ~ e, |Ë), 

ISe) - Зе «фе, e, 15, 
WE Е(ЕЕ-ЕЮПЦО, DH)E (Е-Е ПО) ђе, еа 
关 ， 

D 对 某 给 定 的 请 EE， 存 在 PE EB?， 使 得 有 A), т) 
€ -ЕР, 

If¥ -РИ ез), ISa PH - Рат), 
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这 时 有 第 四 转化 引 理 


5 转化 引 理 。 ЖЕ © 成 立 ， 则 有 
{л - РИФ A) + п) +4279} +е* 0) 
жар) + WiCe Оу) +5, ФР - $ (14) 
Ran ANS r Ден, A 
М-РН <DE (А) + Wí ETA) + et (Q) 
+; (е (^)). (15) 0 
证 明 。 只 证 形 为 〈15) 的 情况 ， 对 一 般 情况 ， 证 法 是 类 似 
的 。 
这 时 ， 实 际 上 
а Sf ON = Saf +18, (2-8: doli 
= 17, 5,0701 +1 8,5,0) А 
~SiCf +Ф, AS da) Лат) 
ИИ. - АОН 09) 的 S 转 化 引 理 即 得 〈15), 证 
毕 。 
Ж, 对 一 般 的 |ELQ#] 也 可 以 得 到 类 似 的 结果 , 只 不 过 
形式 过 于 复杂 . 
我 们 来 考虑 Ss 转化 引 理 在 (e)G; 范 空间 中 的 形式 。 
我 们 定义 条 件 (Ss) 如 下 
D RE, вь [1,6200 2062205,2, EEPO, 
E:CE, S, C (BE)* 是 (e)#(e)+ 连 续 的 ，S4€ (E>E)* 是 (ет 
OLER, HSS =S, ACI, DHIR S 
D 对 菜 给 定 的 诺 EE， 相 应 存在 S:; 之 不 动 点 Pi 使 得 
Ift- Pili <E Oet, 
21 Е (єўї, E5A)JE (I->R)， 为 数值 函数 。 
这 时 有 
$s 转化 引 理 。 在 条 件 (Ss) 约 制 之 下 有 
Ifi- SD Оа ez b 20-02 +д,0) 
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+50: 30215, (GES) 
б.) =), p + ШЕЕ. П 

WEA. ESLI, дни - $, Ii- 
S,C(fa)lz, WE 
М-РН ЕО» Sal чер + ЕР. AD 
另 一 方面 . 
让 时 -SD litla GD- SaD 

+|S,(fi- Л) 
第 一 项 即 6;CX)， оо 中 第 三 项 相同 ， 对 第 二 项 有 
5, (fo 5, = 15.5: С SCN 

=S fi Sf Di, 

利用 $4 的 连续 性 ， 则 由 (C17) 之 估计 
fr-SA(f OSE A (Sall ei, аә +101, 


即 得 . а 
[Sa fT = Sa CT) 110151. р 2870) 
Sal стер + Dei 
= о.» 20-0. 
证 毕 。 


ж, р 对 一 般 | ECON, MERAT неврит оо 
关 9s4 的 情况 ,Ss 引 理 也 有 相应 的 形式 ， 只 不 过 复杂 一 些 ; 

2) ЩЕ = К, fi= fi 时 ， 取 于 =1， 则 (16) 变 成 

а 5,5 +1) СО + ISEA 
(18) 

з) 在 第 三 、 第 四 转化 引 理 中 ， 对 于 一 些 具体 的 例 ，S， 相当 
F Fourier 展开 《 直 交 多 项 式 展开 ) 的 部 分 和 的 算 子 ，S; 相当 于 
某 种 三 角 插 补 (多 项 式 插 补 )。 单 独 用 第 三 转化 引 理 时 ，S;: 也 可 以 
是 部 分 Fourier 积分 。 
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$7. 逼近 转化 嵌入 不 等 式 


可 以 由 下 近 理 论 ， 特 别 是 到 近 的 转化 结果 证 明 一 系列 嵌入 不 
等 式 。 由 下 面 几 个 引 理 所 介 绍 的 证 明 不 等 式 的 方法 是 一 种 特别 的 
泛 对 称 转化 ， 简 称 B->Q 方 法 。 

引 理 1。 对 于 G+ 范 数目 ,EPCh,)， 若 

M- T lase), [Tih PA, Tal), 
Ф(т, ДЕС, М 
ПІ. <А, (е О top, pce + 171-22). D 

引 理 2。 设 | "| .ЖЕ, С, FHR, |+ |, «СО. 
Н), ЖИН>ОНЖЕ, НИ, СЯН, X, |/*|, ЖЖ, 
0,, 0,>023% 38, WA 

П «Сено f], 0, +0,=0 
REAC., со), H/|f-|-2M2>0, МАЯ ERSEN, C = С, 
当 》 为 离散 参数 时 ，C" 与 C 有 关 。 口 

ФЕЯ, ЖА = СНИП) ер, В,С" ЕДЕ у 
调整 。 证 毕 。 

类 似 可 证 

引 理 3。 设 对 f+:E Et: 有 

IF lec Ifi- ArH}, 
CHH, r€ (0, 1), А, If > 无关 ， 则 对 任何 e>0 有 
П, «С° Сен! 40, 
С, С" (е) 与 \ 之 说 明 同 引 理 2，z 为 常数 。 口 
引 理 4。 由 不 等 式 
IF «Се вА) F + А ан}, 
ôi, 0. >04 FR 


ПА «С° {Hf Ye 


H è 
r р 
这 里 6= шах(д,, 0,), Н/Д |. > тах, e), ЪЗ 
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ААА А, i B— Q 方法 就 可 


导出 一 系列 嵌入 不 等 式 ， 由 所 得 的 不 等 式 ， 可 再 利用 转化 原则 得 
到 许多 转化 定理 、 反 定理 和 最 优 逼近 在 不 同 范 数 下 的 误差 估计 。 
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实 变 函 数 构 造 转化 分 析 与 有 关 问题 


$1. 高 维 多 项 式 不 等 式 和 误差 的 转化 


ал 为 了 研究 高 维 空间 中 的 实 函数 构造 理论 ,我 们 来 推导 高 
维 区 域 上 的 Mapxos 型 不 等 式 。 除 开平 行 于 座 标 面 的 高 维 矩形 外 ， 
这 种 推广 是 远 非 显然 的 . 

设 D 为 m 维 欧 氏 空间 Re 中 的 一 可 测 集 ， 若 用 与 D 相 交 的 、 分 别 
与 各 座 标 铀 平行 的 直线 来 蕉 D， 如 果 得 到 的 都 是 一 些 线 英 ， 并 且 
Же ЕВЕ РИ ЯА) KFE, MED 为 U 型 集合 ,MD) 
简称 为 了 的 -Ht 

若 可 测 集合 D 经 过 一 直 交 变 欣 后 能 成 为 - 品 理 集合 ， 则 称 D 为 
V 型 集合 ,其 相应 的 U 型 集合 的 一 数 就 叫做 它 的 — 数 ， 它 不 一 
ят, апя. ажар 经 过 一 非 导线 性 变换 
后 能 成 为 -0 型 集 ， 风 称 D 为 V° 型 集合 显然 ，VY 理 集合 必 为 V。 
型 集合 。 ‚ 

一 个 可 测 集合 D 若 是 由 有 限 个 Y 型 集合 天 加 而 成 六 D, ШР 
称 为 W 型 集合 ，D 之 》- 数 定义 为 min D), CHERE, H 
我 们 只 选用 一 个 。 对 于 一 维 空间 ,有 限 个 线 及 之 和 集 就 看 作 W 集 。 
EDAHV' ARE, ерунда. 

Т ЖУЛИК А, REKREA, 
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1°. ЗЕЛЕНИ ЖА» 

2°. МИЛ З о ЕРЭН АЧ. HEREN 
棱 处 之 邻 域 为 平 直 、 内 交角 不 小 于 直角 的 闭 集合 。 

为 了 确信 这 些 断 言 ， 我 们 考虑 m = 2 的 情况 。 设 IT 为 D 之 边界 ， 
则 对 于 每 一 个 光滑 点 XET， 由 于 光滑 性 ， 存 在 一 个 充分 小 的 矩 
形 4x， 它 的 一 个 顶点 在 FT 外 ， 三 个 在 D 内 ， 而 了 MnAx 与 4x 之 边 平 
行 的 直线 相 截 的 线段 的 长 度 之 下 确 界 不 为 零 ， 也 就 是 说 了 PMAx 为 
=-YV 型 集合 而 且 可 要 求 X 属 于 4x 之 内 域 。 对 于 每 一 个 非 光滑 点 ( 即 
AA XET, REEL 限 个 充分 小 的 〈m 维 ) ЙАРА Ш), i= 
1s 2, e, RCX), W4 DN A (к У 型 集合 ， 而 T 在 X 的 某 个 
邻 域 全 包含 在 Ax” 中 (对 m=2, ВОО = 1 即 可 )。 这 时 改变 覆 


盖 定 理 的 一 个 形式 ， 就 可 证 只 有 有 限 个 这 种 闭 矩 形 就 把 掩盖 了 。 
因而 总 可 以 找到 有 限 个 闭 矩形 把 D 盖 住 ， 而 每 个 矩形 和 D 之 交 又 
是 Y 型 集合 。 

当 交 校 处 之 内 角 为 任意 时 〈 但 不 为 零 )， 则 是 一 般 的 W" 型 集 


合 。 


记 XX= (ZT4，Z，,，…,Tm) 为 Re 中 之 点 ，(BP,) 为 多 项 式 族 
УВ(Х)а, inzi zi", 0<i;<n, 
аа", BAX) 为 权 函 数 。 
定理 1。 车 D 为 m 维 W 型 集合 ， 它 的 A ~- 数 是 NCD)， 则 对 任何 
PaE (Pra) nT 


2 
|2. kas <D” lpallc о, » 


i=1, 2, =, m, D 
ШЕ. MO BDIUMN E АНАН. 固定 zj, jAi, 
而 上 只 让 座 标 zi 变动， 这 是 一 条 平行 于 2; 轴 的 直线 , 车 它 与 D 相 交 ， 
则 交集 G 是 由 许多 线段 组 成 ， 这 些 线段 的 长 度 都 不 小 于 和 CD) СЕ 
为 D 为 QU 型 集合 )。 这 时 p, 在 G 上 属于 〈p,):, 即 是 说 为 zi 之 多 项 式 。 
其 次 数 不 超 过 %， 故 由 一 维 的 Mapxos 不 定式 有 
. 68» 
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АН НОВА, НИМЕ Ес, БОННИ 
线 组 成 的 G， 上 面 不 等 式 成 立 ， 所 以 有 


д 27| 
|2». РЕЯ «роу hie > . 
现在 来 考虑 D 为 了 型 集合 的 已 况 。 这 时 用 直 交 变换 把 Col, 
Lrs ety Em) М (тү, т, y хт), D ÆR D’, D'R -UN 
集合 ， 而 乡 项 式 p= Pal 22, En) 变 成 一 次 数 〈 对 每 个 变量 
zi :来 说) 不 大 于 n 的 多 项 式 Q.,= 0,(z1，7:，…，za)， 而 这 时 有 


е ; <il ale w Й 


|; 

=! [Dle om， 
i=1, 2, +, т, 

这 里 我 们 选 D 之 和 - 流 汶 (2/)， 因 此 有 


| a -| Š 90, де 
=L. o | 之 5 
z <> | оо: «и \р„\с D, o 
#D 为 - W ажа, жюре Ур, DAREV 型 集合 .这 
时 显然 有 


CD’) 


| <max 


> E 
Ea їс w = 


aleas 


2m 
max ху! Palle op 


< n [р [с о. 
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EMER, 
这 里 我 们 再 给 出 一 个 和 上 定理 相似 的 结果 ， 
ЖЕ. 若 D 为 m 维 W 型 集合 ， 则 对 任何 P,E (P. I 


局 кее TAR 


ikHtc<4md(D) ? ` е2 +16 л?) "с/з 


<356х mdCD) F” EAD), d(D) 为 了 的 直径 ，1 和 p< 和 co .D 
证 明和 定理 1 的 相似 ,只 要 对 一 维 的 结果 证 明 就 行 了 。 但 是 对 
TER, Бари в. ЕЯ ТЖ 


1р. Сх) 1. co < Ë: 


Па» sas 


GROD, 根据 她 的 证 明知 ci < 02 +161): ERRERA 
估计 系数 有 明朗 的 形式 ， 则 用 定理 1 的 证 法 就 可 以 了 

定理 1 。 车 D 为 m 维 W* 型 集合 ， 则 对 任何 p,E (P,)。 有 不 因 
m，p, 而 变 的 常数 C 使 得 


д 2 
| A о, 


这 里 1<p<%. D 
对 于 psE (P,)!，BepHmrefiH 不 等 式 指出 对 于 任何 直线 段 Га, 
ЖЕ (а, b) ое, Жена, b| ZAR (=a, b) 
的 距离 为 6>>0， 则 必 有 
зир|р: (2) | <5 тах |p,C)| 


从 Bepmmrrein 不 等 式 的 这 一 个 形式 出 发， 像 定理 1 中 对 型 集合 的 
证 法 一 样 ， 可 以 证 明 ， 
定理 2。 设 D 为 R" 中 之 闭 集 ，D 为 D 之 一 闭 于 集 . 车 D1 到 D 
LARMERO, WAED EPH 
[2-2] "10.10 


1=ъ2, ç т. 
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我 们 现在 来 证 明 另 一 类 型 重要 的 不 等 式 。 

设 D 为 R" 中 之 开 〈 闭 ) 集合 ，m>1， 若 对 任何 点 XED， 有 
一 以 X 为 顶点 、 半 径 为 r。、m 维 立体 角 为 0, 的 т ЭЕ СЙ) ЖЕ 
У(Х, ro。，0o)CD,，r。，06 与 XED 无 关 ， 则 称 D 为 Sar。，9。) 型 
集合 ， 或 简称 为 So 型 集合 。 对 于 m = 1， 若 对 任何 XED 有 一 以 X 
为 端点 长 为 ro 的 线段 YCX，r。，1)CD， 则 我 们 可 认为 DES,(r。， 
1)， 这 时 上 面 定义 对 m = 1 也 成 立 ， 


设 D 为 R" 中 之 闭 集 合 ， 若 对 任何 p.E (Pw) 有 | 如 -P| „ < 
оо |Р, |с о,» оос), і= 1, =, MEXR, WEK 0p《m) 为 D 之 
о-в, Во 数 不 是 唯一 的 。 

显然 ， 若 D 为 W 型 集合 ， 则 有 coCn > 2, р WA 
集合 ， 则 有 opCm) 为 cn*，c 为 某 一 正 的 常数 ， 

定理 3。 车 闭 集 DE Snr,，9。》 具 有 0 一 数 opCn)， 则 对 任何 
Р.Е Paa RENKA Mmr), RA 


1—1 
{р.г оу < орту"? plir оз» 


т" 1 (р+1)2"+2-1 +. 0 


Ж 0<р<а<оо, к, = | #,(т=р+1) 


证 明 。 我们 可 以 选 到 这 样 的 AXED, i F lle o = 
lpn《Xo)|， 这 时 有 一 m 维 角 锥 V(X。,r,9,)CD。 对 于 XEV(CX,， 
7,，0o)， 由 0 一 数 的 定义 知道 有 


|р(Х)-р,(Х,)| <max | =, 


С W Katata d 
x У |1; - 29 | <тор(®рСХ, X,)|p,|c os 
j=1 


ЖН, х ЕХ, ХМИ, PCX, Xo) ЕХ, Х.Ш, 
因此 在 V(X。, го, 0) 中 有 
р„СХ) [P> р, |8 ‹о,(1– тор(т)рсх, Х,))? 
(注意 这 时 1- торбп)рсХ, Х,)>0). KA 
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[feed Рао. о, 
р 


Стор (m) y=1 
-f C1- тор(т)ғ)рх 
° 


Р т lolt Тоо", 


xr" dr 
所 以 得 到 
EOAR ?prs оз. 
这 时 
ARESTATA AN 
«боот 90р, ,. 
Жн. 
由 上 面 得 到 的 不 等 式 可 以 导出 一 系列 结果 ， 例 如 ， 
若 DCRn 为 本 "型 集合 ， 当 DES。 (r, Oa) 时 ， 则 对 任何 
р.Є (рӘ„ (充分 大 时 )， 有 


Пр, озеп" 979 |р», а) 

这 里 0<p 和 9q9 生 co，c 和 n，p 了 无关， 特别 D HWA RA, 
2т 
Кару: 
在 定理 2 的 条 件 下 有 
k 

lp. o < М 2) 

9 为 任何 A 阶 偏 导数 。 


HAMRDCR"AH o Zon), DE Sna, 00), 00> mr), 
则 对 pnE СР») 


[ор К арт)" 31р, (3) 


特别 当 DEW* 时 有 
|lətp,l o Son’ “ 


chin, PER, РЄ c <K. х (27 


b5 y 
9 [р.а оэ» с) 
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若 PE Slr。，9o) 有 0- 数 0pCn)，D;CD 到 DD 之 边界 的 距离 
9>0， 则 


[ә'.нь»<К.[ 2% оок рн, в› 
特别 当 D 为 一 般 的 W* 型 集合 时 ， 对 p> 0， 
larpslen < |р. (6) 


这 里 c 和 0，p, 及 充分 大 之 (例如 一 -一 <r ) 无 关 ， 当 DEW 


mop 5 
时 c<K-2 7 XD) ) "7. 

车 DCR" 为 W* 弄 集合， 并且 DE S。Cr。，9。)， 则 对 充分 大 的 
n, р„Є (рН 

19*р, |: eeo <en р.а». (7) 
这 里 1<p<4<oo0，c 和 hn，pP;, 无 关 ， 当 DE WH 时 
атасру з 
м ЗАР) 

ТИ АХ, CX Бернштейн FMRE 
扩大 的 区 域 上 的 估计 式 

定理 4。 设 DCR" 为 W 型 集 ，D, 为 它 的 d 邻 域 , 则 对 ps € (Р) 


m1—1)+2h 
эч 


2-17 
с<К, (2 +167?) +] . 


有 
lpslles СЕС) "|р. са», 
24 24 24 : 
RDSI ту оу (ку +3), 
五 为 D, 之 闭 仓 . 口 
证 明 的 方法 和 定理 1 的 相同 。 下 面 是 证 明 的 思想 和 步 又。 
首先 证 m= 1 时 的 结论 ,考虑 D=[- 1，1] 时 的 情况 . 这 时 
W=q(z)=z+Vz? 一 1 等 角 上 映射 [~1，1] 之 补 集 为 |W|>>1, 而 
[~1~d,1+d] 没 有 跑 到 曲线 caC|1W| =R=(1+d+V(1+d) -1) 
=(1+d+wd(d+2)) 的 像 集 ) 的 外 面 去 。 因 此 由 Bepzmrreaa 不 等 
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式 有 
[р,С2) [еее «Ер, || i; 
Pn(z) 为 复 平面 关于 z 的 n 次 多 项 式 ， 
AEN iarra жа УСА + 2) "|р, Сх) || i; 
用 线性 变换 转 到 一 般 的 区 间 [a,6] 上 去 ， 就 证 明了 一 维 时 的 结论 。 
由 证 定理 1 的 方法 可 化 成 高 维 的 情况 . 例如 ， 我 们 考虑 m=2 
时 的 情况 。 对 于 UU 型 集合 D， 让 它 平行 两 座 标 轴 展 延长 度 d 得 一 集 
DO, ЖЖ, © (Р). 
Ир» | ew <[ R(d)T"|[p,|l o), 
FEDO "平行 两 座 标 轴 展 延 长 度 d 得 一 集 D622， 这 时 可 证 
IPn» SERCA) 1"|р„|ь‹, 
=<[R(d)3°"|p,||. oy, 
ЛЖЖ ӘХ JD SD. ноже БИДЕ ES DH. 
一 般 说 ， 上 面 平行 座 标 轴 扩 展 要 连 做 m 次 才能 掩盖 Ds， 这 就 
是 定理 中 指数 m 的 来 源 。 
自然 ， 车 用 另外 一 些 叙 述 方式 ， 我 们 的 定理 会 表达 得 更 精确 


ш, 
在 定理 4 的 条 件 下 ， 自 然 可 得 
k 
lp, < (FR) ERAI leo 
特别 对 DES。 时 有 
Париба с" P ERA рава» (9) 


p>0, сњ, PER. 
同样 还 可 以 得 到 一 系列 不 定式 。 


1.2。 现 在 来 谈 逼近 度 的 转化 ,由 于 P 转 化 引 理 已 经 列 出 了 一 
般 转 化 定理 的 形式 ， 所 以 只 要 一 旦 获得 有 关 的 不 等 式 ， 相 应 的 转 
化 定理 本 质 上 即 可 求 得 。 这 些 推导 基本 上 就 像 代 公式 一 样 ， 近代 
文献 提供 的 不 等 式 相当 多 ， 一 般 也 能 用 我 们 提供 的 转化 引 理 列 出 
相应 的 转化 定理 出 来 。 我 们 只 列 出 由 上 面 的 不 等 式 得 到 的 转化 定 
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理 ， 而 且 只 集中 力量 讨论 一 个 ， 其 余 的 读者 可 自行 列 出 来 。 

我 们 只 列 出 不 等 式 (7) 所 对 应 的 结果 ,而 且 信 计 式 将 采用 简化 
的 《 非 能 行 性 的 形式 ,一 般 说 估计 式 的 常 系数 都 是 可 明 裔 化 的 
只 要 相应 的 不 等 式 有 明晰 的 估计 即 可 ， 因 为 转化 引 理 已 经 列 出 了 
较 明 妆 的 信 计 形式 

在 过 渡 设 限 的 程序 中 我 们 需要 一 些 孔 备 定理 。 

引 理 1。 车 DCR" 为 闭 区域 ，1<p, a<, f, f ELD), 
о, fajri € L: (D), 

Мною, [9- Zh 

则 有 六 在 D 上 和 /几乎 处 处 相等 ， 对 于 任何 z 和 几乎 所 有 的 zly…， 
И ВЕ 
жа. 0 

当 p =q，D 为 《高 维 》 短 形 时 ， 这 结论 是 Никольский 在 
C3] 中 论证 了 的 。 注 意 到 闭 区 域 可 用 《无穷 个 高 维 》 盾 形 来 拓 六 ， 
则 不 难 引导 到 引 理 1 的 形式 ,利用 关 似 的 方法 可 以 证 明 下 面 三 引 
m. 

引 理 2。 在 上 引 理 的 条 件 下 , ELOD), LDH RHOD), 
则 必 有 3"f/azt 存 在 并 且 在 D 上 等 于 g， 口 

这 里 函数 在 区 域 边界 上 之 导数 值 是 由 域内 导数 值 到 极限 什 定 
义 的 。 以 后 我 们 也 将 采用 这 一 说 明 。 

引 再 3。 在 引 理 1 的 条 件 下 ， 若 IPA(D) 改 为 |e(D)， 则 结论 中 的 
PRIEKS. O 

引 理 4。 在 引 理 1 的 条 件 下 ， 若 L*(D) 改 为 CD)， 则 /经 ~m 维 
堆 集 上 值 的 修改 后 得 放 ， 且 3f*/3z? 处 处 和 g 相 等。 品 

这 些 引 理 在 下 面 定 吾 的 证 明 中 并 不 全 用 ， 但 为 了 读者 在 用 转 
化 引 理 推导 不 列 在 本 书 中 的 转化 定理 或 反 定 再 时 的 方便 ， 我 们 把 
这 些 常用 的 引 理 都 列 出 来 了 。 

现在 我 们 可 以 来 引述 转化 定理 了 。 

定理 5. 车 对 W* 型 之 闭 区 域 DE 5. НИЕ ГР), 1<р<а<о, 
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—0 
, 
140) 


Р.Е (P,)" 使 得 
If- ры» рев), е( “0, 


> aml - t 
| 5 D+ зв (ав <, 


则 必 有 和 f 几 乎 处 处 相等 的 1*，f* 之 任何 & 阶 偏 导数 0:1* 存 在 并 属 
FLD), 而 且 


к" po ler Ое (уш), 


这 里 w>>1 为 某 任 给 的 常数 (以 后 在 涉及 转化 原则 的 应 用 时 ， 若 不 
产生 误解 ， 我 们 仍 将 如 此 引用 这 一 符号 ). 口 

证 明 。 首先 注意 {(p,)。}E АГо(п)], ЖНо(Р =, |.|. 
| Па» сов 而 上 路 则 由 181; 二 上 :Qllzeco, 的 形式 定义 ; 也 :相应 对 
应 由 对 范 数 人 "1 有 意义 的 函数 组 成 ， 这 时 上.E PG). 

ATRAF, WHr ora, Mk >l ORE 
种 的 情况 ， 证 明 是 相似 的 )，k, +… +„=Ё, ОН ТАТ 
Ш, Хы <n, no, MARERA) (q = co 之 结果 ) 有 


Ipa- Pule =0f f «(Раны 


tnik onp | 


PEE i с) 


=о{ Tess (Lado, b =h, +e tkis 


这 里 im 注意， 这 里 引用 转化 引 理 时 ， 相 应 的 下, 由 ,= 
се» IOl = \д*+0/дх\'---дх% соб Ж, 而 转化 引 理 中 之 
9(z， 切 相应 地 为 C.z Ty, Созу, 3PC, C, 为 常数 ， 这 
是 由 不 等 式 (7) 得 知 的 。 

由 空间 C(D) 之 完全 性 即 知 存在 户 ，9u)ECCD)， 使 得 


де 
д! дай р. = 
ТАЕ УТЕ А 
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IF? -р„|с›—>0, (Фа 


逐次 引用 引 理 2 就 知道 ， 在 D 上 
ofe =ф дһ: фа 
ЕТТ а» т 


注意 ， 这 里 我 们 每 次 引用 都 不 涉及 混合 导数 ，。 


ortt m- 


1 . 
Bevo/ = Pin- 


в ja РЕСЕ Т 
ТЕ 
MiRe, 根据 定理 的 条 件 ， 知 
KAKIA - f.) ЕТ 
=#о{[ "Р 1 #(Ш)а‹}—. 


EPa» 1<i<m, 


ENEH, ÆDE 


REZI 由 101. = 1FQ/drt riero RE Ж, P, у Ж 
Caty, а=2т(1.- 1) +28, CHRR SERER (1). M 


面 由 Z?(D) 之 完全 性 有 pw EL DE 


у 
Ф порт "ча 


=0 {f (2. а-о. 


由 引 理 3 可 知 D*"gu-/ozs" 和 9 几乎 处 处 相等 。 在 后 一 W 
近 式 中 以 0 "1azt az" 代替 go 即 完成 了 定理 的 证 明 。 

从 论证 过 程 中 ， 我 们 知道 在 用 第 一 转化 引 理 时 ,对 参数 族 {入 } 
和 范 数 | "中 |; 的 理解 是 很 重要 的 ;在 过 渡 到 极限 时 ,相应 的 极限 元 素 
之 间 具 体 的 分 析 的 关系 的 论证 是 主要 的 困难 。 有 了 上 面 的 证 明 作 
为 借鉴 ， 对 各 种 不 等 式 导出 的 结论 就 不 难 找到 了 。 对 一 些 特定 的 
函数 ， 例 如 解析 函数 和 广义 函数 ， 在 不 同 范 数 下 极限 的 关系 几乎 


是 不 证 自明 的 。 
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$2. HREH ЖИЛЕ 
交 多 项 式 级 数 


2.1。 ”现在 我 们 来 证 一 个 在 高 斯 光滑 流 形 上 用 多 项 式 来 于 
近 的 直接 定理 。 在 某 些 情况 下 ， 它 和 Xappuk 在 [4] 中 得 到 的 结论 
等 价 ， 但 这 里 的 论证 简洁 些 。 

W |X~Y| 为 X，YE R" 的 距离 . 

设 DCR" 为 一 闭 区 域 ,f(X) 在 D 上 之 所 有 R 次 偏 导数 存在 并 
Ek, MESKO ECHO), HEL 


ат" f 
Mle 2) ае tiat ыа |же эдек" сол 

A аб!" f 
ао, уза: me max re 


IX-YI< a 


> дну) 

Oriora] 

若 有 一 定义 在 一 包含 D 的 开 区 G 中 的 函数 pCX) ECG), 

©(0, p, С0(С)) = 000), Ф|;=0, втайф|.+0, ХХЕГ, 
ФОХ) +0, 为 D 之 边界 ， 则 记 D E XsCp) 或 DE Хи, 

定理 6。 # DEXi, k>1, FECH), ШН WECH 
(D) 有 不 因 r = 0，1，…，R 而 变 的 PE (P,)。， 使 得 


M-Plan о ә (L, f, сеф )), 


СРО о < SD. o (1., у, ae), 


ХН с, с, СШ) п, г. 
X4 DEXi, к= 0, f€C(D), WECO) 时 ,结论 也 成 立 。 口 
证 明 。 第 二 个 不 等 式 显然 可 以 直接 由 第 一 个 不 等 式 导出 ，。 
为 了 令 述 方便 我 们 只 对 mm = 2 的 情况 来 证 明 第 一 个 不 等 式 。 
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WG: 30, |z. <d, 1zx,1<d。 为 不 失 一 般 性 ， 我 们 设 
DCG,- e>0, 
BD € Xi, fec'0D), ИРЕН, ,开拓 后 的 
и /* ECHG,). MEX ХЕС, 70) = 0， 从 而 
Ф(д, f*, ССС, >) = 00000, f, CYD) }, 
(ВАНН. 
这 时 9(9:,，6:) = f*Ccos0,, соѕ0,) ECG), Ж#Н 
000, g, e'D(G,))= 040 (0, |, с"6,))} 
= O(o (0, f; SED) Y}. 
现在 对 各 变量 均 以 2x 为 周期 的 hc0,，9,)ECCG:) 考虑 运算 
子 ` 


T,h(0,,0,) = 人 ee， +M, 0, + К.К, Саи, 
Ga 


о еее Tup ey y, 


Га 
&=[2]+1. 
再 定义 算 子 F,=1-T,，1 为 恒 等 变 换 。 可 以 证 明 ， 若 h(6,，0.) 
ECG.) 对 自 变数 9,，0s 以 27 为 周期 ， 则 对 任何 正 整数 1 
о(, Fih, Ctil(G.)) = O0{0(0, h, C'XG,))) 

《参看 [ 幻 中 关于 T, 的 性 质 并 注意 F, 和 T, 的 联系 )。 

这 时 可 以 证 明 ，(I 一 F*+1)g(9,，9。》 为 只 含 cos 的 n 次 重 三 角 
EWR: У aen) сооз, 900086,7, 这 时 Prt) Хх 


LER Eai: Ф,е-0 
as ztz8 就 是 所 求 的 多 项 式 ， 我 们 来 证 实 这 一 论断 。 
ЕСН ВЕ, ЖРО, Ө,уЄС (С), hO, +27, 0, + 
2x) =h(9:，9:)》 有 


1 
ее, < e (L, h, Ссл), 


2 为 与 hp，m，! 无 关 的 常数 。 这 时 有 
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lf ~ рсе ш, = О{!]*—-р„!с'' в} 
= 0{ 119 с: в, >} 


д4 ti patrig L. Ре: 


= o] max FEE 


osi+jar 


+1 19 
+о{ max |: (5859), 


max — Í k РЯ ), c*-reG,))] 


o<i+i<r ТИТ" 


= O. 


ocitjer дк as 


| 

| 

=o] тах 1. = с", у} 
= о] Lo (41_,о,св, | 


Се o(4, f, с'р}. 


对 k= 0 的 情况 ， 证 明 是 相似 的 《可 参看 C4 ] 中 相应 特 款 的 论 
Ж). 
定理 证 毕 。 


2.2。 若 建立 了 直接 定理 ， 对 于 相应 的 范 数 ， 最 优 逼 近 的 误 
差 估 计 问 题 基本 上 就 解决 了 。 第 二 转化 原则 是 处 理 最 优 逼近 在 
另外 的 范 数 意 义 下 的 误差 估计 的 ! 若 考虑 的 是 多 项 式 副 近 〈 对 非 
多 项 式 逼 近 的 讨论 是 相似 的 ), 要 能 用 上 第 二 转化 引 理 主要 要 解决 
的 两 个 问题 是 ，1) 找到 相应 不 同 范 效 冯 的 多 项 不 等 式 ，2) 找到 
统一 通 近 多 项 式 在 两 种 范 数 意义 下 的 误差 估计 〔 统 一 逼近 多 项 式 
本 身 的 形式 是 不 关 紧 要 的 )。 问 题 ，1) 在 近代 文献 中 已 提供 不 少 ， 
本 书 也 提供 了 一 些 ，2) 解决 的 方案 一 种 是 像 定 理 6 一 样 ,建立 (不 
同 范 数 同时 逼近 的 〉 直 接 定 理 。 一 种 是 已 知 在 一 种 范 数 下 的 误差 
而 用 第 一 转化 引 理 或 嵌入 定理 (车 全 空间 的 嵌入 不 等 式 存在 的 话 ) 
估计 (同一 多 项 式 ) 在 另 一 范 数 下 的 误差 ， 而 第 一 种 范 数 意义 下 
的 误差 则 由 相应 的 直接 定理 解决 或 者 形式 上 就 假定 为 已 知 。 用 后 


. 80. 


一 种 方案 得 的 结果 是 很 多 的 〈 因 为 只 要 解决 了 问题 1)， 由 第 一 转 
化 引 理 导出 的 结果 就 多 极 了 )， 本 书 只 具体 讨论 几 个 例子 作 ЖК 
者 ， 其 余 的 读者 可 根据 第 二 转化 引 型 昌 行 列 出 来 。 若 统一 逼近 的 
两 种 误差 的 具体 形式 是 不 知道 的 ， 而 只 是 形式 地 假定 已 知 ， 那 结 
论 就 是 第 二 转化 引 理 本 身 ， 所 以 这 类 关于 在 另 一 种 范 数 意义 最 优 
蜗 近 的 误差 估计 的 命题 是 没有 特别 谈 及 的 必要 的 。 

下 面 举 几 个 第 二 转化 引 理应 用 的 例子 。 

定理 7。 设 0= R-21,+1,20, 1,21,,рЄхА, feCtti (р), 
M,=MC€f, |(P.)ç|c ие O), ШЖ 


If=M.]Jeis n= О {Bo (2,/сео))), 


ОЧЁ=0, MEDEX. D 
证 明 。 根据 定理 6， 这 时 存在 同一 的 Q,E (P,)" 使 得 


1-0. m=0 [иго (1, f, eom) )}, 


nii 
1- Осы ›=О {so (2,^съ))}, 


另 一 方面 ， 由 于 D 为 W 型 区 域 ， 故 对 P,E (P,)。 有 
Рис: ө усп р, [ст оу» 
c 和 ?，P, 无 关 〈 参 看 定理 1)。 
因此 ， 由 第 二 转化 引 理 有 
1 


17-м.\сто w=0 {ano (1./,с*ру)+ 


+, То (2,f,0%D) )} 
=of-Lo (1,1, р}. 


注意 ， 这 时 在 第 二 转化 引 理 中 | < osl + leta | |a= 
I+ lerao SARIHAN), обр=ь f=f, hi=1, E; 
СР») и» J.C) = сп?) z, Ет=С (Бу, Er=C"D) (而 E 可 
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理解 为 D 上 定义 的 函数 )。 证 毕 。 
定理 8。 车 W* 型 集合 DES。,4>p>1 f ELD), ŽA P.E 
〈P,)" 使 得 
If- Pallet SEN), 
则 必 
17-6. О {п-т}, 
这 里 G,= МОЎ, (р) „|а. D 


实际 上 ， 对 同样 P,， 我 们 有 
If- Palli’ œ= O {eln)} 


这 是 由 于 p< 和 9。 故 像 定理 7 的 论证 一 样 ， 由 第 二 转化 引 理 有 
If- бя о {ec + пе) } 
=0 {песо} 
定理 8* 在 上 定理 的 条 件 下 ， 设 e(1) 0 
fraie (2) ао, 
车 >p， 则 存在 和 f 几 乎 处 处 相等 的 f+，0:f*EL*D)， 并且 
[д*0/*-бәһеь= О {nn GD ecm}. 0 


实际 上 ，f* 的 存在 是 由 转化 定理 决定 的 。 这 时 对 同一 的 P。， 
|f- Palt’ = О (eGn)), 


oCf* ~P)lem=0 {Ге Фа. 


故 像 定理 7 的 证 明 一 样 ， 相 应 的 1 ° la 22] ° [eoo ПОП 
JosQlzeo， 由 第 二 转化 引 理 有 


ld F= Galm = о |нї"@-+з+е(п)у 
+ [ние (Ра = о as лет}, 
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一 个 有 用 的 结果 是 
定理 8**。 ЖҖОЄХ!, ДЕС, М 


[г*/-бәһеь= О [то (4.,/,с'ф))}, 
ЖШ о= 2т(2---) +?&- -1, 6,= МОЎ, |" о «ра. 


《对 1= 0 时 ， 还 应 设 DEX3)。 D 
这 是 由 于 有 了 定理 6。 这 时 有 共同 的 P,E (P,)» 使 得 
If- р.г, = 017 Р.с} 
=0 |o (1,76%), 
ldt Cf- Pa) |; = ОУ Р.с} 
=0 [го (Łe )}. 
而 对 任何 的 9E CP,)。 又 有 


19", от?"$- tap ПС. со» 
Ст, OER. 


2.3。 高 维 的 直 交 多 项 式 一 般 是 很 难 讨论 的 ， 不 同 的 构造 方 
法 就 会 导致 不 同 的 理论 。 下 面 我 们 讨论 一 种 构造 直 交 多 项 式 的 
方法 。 

设 DCR" 为 有 界 可 测 。 让 多 项 式 序列 {zlzi…za"} 按 记 十 入 
+ tn 的 大 小 排列 ， 对 相同 的 和 数 ， 多 项 式 排列 的 次 序 可 以 任意 。 
对 这 样 排 定 的 序列 LCD) 的 内 积 正规 直 交 化 得 一 直 交 多 项 式 序列 
{U。(X)}。 这 时 


ffo. ОЗУ =ð, -Í 1, s= 
р 0, sh. 


这 时 对 f ELCD) 有 对 应 的 Fourier 展 式 
f~ DapU, аф) = |: лоу. 
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记 其 部 分 和 为 
UP =U,@%, D E ри. 

在 这 里 ， 对 任何 多 项 式 CO， 其 中 项 的 指数 和 的 最 大 数 H 
d(Q). 

记 所 有 消 足 不 等 式 d(a)<n 的 m 维 多 DREK CPJ, В 
СР,)„С(Р,)„» (P.)xC (Ри). 

ЖЕ р), ВИ, =Mcf, 101). KT US) 
ВАМИ НЭ, АЕА ЗАНЕ U,(f) 对 f 的 
误差 ， 特 别 是 在 CCD) 中 的 误差 ,这 时 定理 8、 定 理 8* 和 定理 8'" 正 
好 解决 我 们 的 问题 。 下 在 驾 述 这 些 定理 在 这 特定 情况 下 的 形式 ， 

28}. W° 型 集合 D CS,, а>2, f€ IC(D)， 并 有 PE 
(Ре) — palee оу ес), ИНЬ 

Nf -UD о =O ("G Pem), 
著 更 有 e(DN0， 三 rie( 革 )dt<co，9>2， 则 存在 和 /几乎 处 
处 相等 的 f*，btf* ELD), JEE 
ОС" -Uf ee = oI" а}. 
#Dex:!, fectno), 126, W 
Cf - И.С е а =O(n*e(, f, ср), 
Ж о =2т(--- 2) +2#-1,1>2, ОП =0,ЕРДИРЄХА), 0 


特别 可 以 知道 ， 若 PE X3，fE Ср), 则 /的 直 交 多 项 式 级 
数 在 D 上 一 致 收敛 于 /而 且 收 伍 的 级 是 o( 工 ， 户 CCD))。 因 此 


也 可 以 看 到 ， 为 了 保证 收敛 性 ， 维 数 越 高 ， 则 一 般 说 来 对 函数 的 
连续 性 的 要 求 也 越 高 。 

注意 ， 在 定理 8# 中 ，D( 月 并 不 是 
М}, (РО о), ММО, (Рона io )。 但 由 于 >, 
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族 和 (BP,)。 的 关系 ， 故 不 妨碍 定理 8 一 定理 8 的 引用 ， 因 为 只 要 调 
整 估计 式 的 常数 系数 即 可 ， 而 我 们 的 估计 式 又 是 以 渐 近 的 形式 出 
现 的 。 

到 这 里 我 们 顺便 讨论 一 下 直 交 级 数 卫 C,0, 的 一 些 性 质 。 


引 理 A。 记 r= >Z Ci, WY 
Enum co 
k-i 


时 ， 必 致 避 CW 在 《可 测 集 ) D 上 几乎 处 处 收敛 ;{W,} 为 D 上 的 
EREZA. 0 
对 于 一 维 的 区 间 ， 这 一 论断 正 是 古典 已 知 的 结果 (参看 [ 5 ] 
中 第 五 章 )， 用 相同 的 证 法 可 以 证 明 这 论断 对 m 维 可 测 集 也 成 立 。 
ЕІ), Г дари. ATEN 
W,=W,(f) =W,(X, f) 


1 
= le Фик, 
去 万 ,之 а (f)U; X) 


C=cCD=( X adt) =d, WA 
但 车 C(f) = 0， 则 定义 Wa(f) 三 9。 这 时 有 下 面 展 式 
/~5 сору, = 5 > «фи, 


во; =a 


ОР) = 5 CP Wf). 


#-о 
车 有 pvE Фр» If- palet оу SEN), й еби), Й 
有 
БПА", ЕС) + co，e(DNN0， 并 且 


Jeng 
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ЛО СХ, РЕР ЕЛАС f, DAMIHAN) 的 整 
6 85 。 


数 部 分 ， 口 
29. DEX, ECD), АС) Л +оо, 


r ortae ldt <оо 


Bf, Unan X, ОЗЕРЕ JUAb htik tk fO, XE oO) 为 7 在 
D 上 之 连续 模 o(6, f,c). D 

特别 当 o(6) = 0(|lg|-")，a>1， 时 ，j 之 直 交 多 项 式 级 数 在 
D 上 几乎 处 处 收敛 。 

绰 理 B。 若 有 上 升 的 数 序列 {K(Ca)}， 满足 

1° 0<K(n)<K(n+1)— + oy 

2° У |C | KC) вп) <осу 

3° а 


Б крс” Петь: Мап, 


这 里 和 为 某 一 正 的 常数 。 这 时 级 数 ECW, 在 D 上 按 任何 排列 次 序 
几乎 处 处 收敛 。 口 

这 命题 的 证 明 与 对 一 维 区 间 的 情况 的 证 明 相同 (参看 [ 5 1). 

车 选 1 = [ехр(2*) +11, K(x) = вх)", е>0, 入 =5， 19] 
理 B 的 条 件 显然 得 到 满足 。 用 {r,} 来 表示 СС! =r? 一 r?,,， 则 可 
得 一 便于 应 用 的 形式 ， 

BIEB*, 2X1f€ L:(D), #p,€ (P,)。 使 得 

If- palt? у = 0(е(т)) 

e(t)N0, 


ayata, 


РОБНЕ. Е 
ЕС. 0 

因此 由 直接 定理 (定理 6) 即 得 到 

定理 10. 设 DEX:,fEC(D)， 


| о: (1) ав" di о, г>0, 
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这 里 0C0) =®(д, f, mlxc,Cfyw,.cCfytED КЖ ЕДИК 
序 几 乎 处 处 收敛 。 口 

特别 当 o(6) = 0С |18017°), о>1, Bj, fz 33k ECA 
。W,(f) 不 只 几乎 处 处 收 化 ,而 且 按 任何 排列 次 序 几 乎 处 处 收敛 ，。 


318C. W> CIGglgn)*<co, MM 
... 


三 CW 在 D 上 几乎 处 处 可 求 和 (C，o), o>0. D 
证 明和 对 一 维 区 间 情 况 的 相同 (参看 [ 5 1), 
这 引 理 的 一 个 变形 就 是 
引 理 C*。 设 1EL*(D)， 有 ps,€ (P,)。 使 得 
\/—р„Ї.* оу =О(е(т)), е0) №0, 


еси <еь, 


ВСР, ЭДЕР Е ЛР АЕ, (С, 0),0>0. D 
因此 由 定理 6 即 得 
定理 11, DC XI, /єср), 


(1) 118 
Е (+) ilgt “же, 


这 里 o(6) =о(д, f, CD), ШОС РУ РЕРЕ ЛР 
RA, (С, о), o>0. D 


特别 当 оду = 0(| вв |"), воў, юс, у, Л.Ф 


ЮА ЖЯ, (С, o), 0>0, 
引 理 D。 对 于 f(X)EL*(D)， 有 


S en DIVES L. r, Cy, 
之 |! „Рі УЗ лут» 


rf) ={/-©,(Х, Ризо, 
因而 若 有 pu,E (P,)。 使 得 If- pl о, SOE), ENO, 
ОЛ о, 


‚ 87, 


Гесу чо, 
WDE Caco Рав ‚ ЫШ 
УС, Weco 
在 D 上 几乎 处 处 绝对 收敛 . 0 
对 于 区 间 [a，8]， 这 结论 的 前 一 节 是 属于 Creaqksa[ 6 ] 的 ,对 
一 般 的 D， 证 明 相同 。 
由 定理 6 即 得 
定理 12。 设 PEX4，fEC(D)，hCDco， 


1 dt 
[ (у) т< 
alô) =0(0, f, CDD, WE |С, (I< 
E бы Со СР «оо ЛЕ. П 
RHE OO 00>, АССА С. 


Zt 


EFPEIAÄREECW CX, УАН. XA h FE 
结论 解答 。 


设 Умно, У |С, })| = 00), ср 
1-0 
W(Xo, |<, 
因而 ， 若 有 pu,E(P,)。 If- pale оу =O(e()), eNO, 
J ey <=, 


пд 


У уух, | =ош), 则 EICAPD WX,, <, 


“o 
这 些 命题 的 证 明和 [6 ] 中 对 一 维 情 况 的 证 成 相似 。 
яи, жрєх:, јєс(), 


Ге) <, 


00) =0(0, f, С(О)), У 1Wi(X,, | =o), 


іо 
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С.Р, СХь, [| <. 

жр 50,00, 6 си, 在 其 他 意义 下 对 /的 逼 
近 误 差 ， 这 完全 可 用 $1 中 相应 的 结论 来 估计 《利用 第 一 、 第 二 
转化 引 理 ) 。 


2.4。 现 在 我 们 再 举 几 个 用 转化 引 理 来 讨论 最 优 副 近 的 例子 。 
利用 定理 4 并 采用 它 的 符号 的 定义 就 得 
例 1。 设 D 为 R" 中 的 W 型 集 ， 并 且 DE S。。 设 1EC'™CDs), 并 
H Pn (Рә 
F- ру, =0{e0)}, 
(关于 符号 WCD) 参 看 [7 ]，1 (ко о Al ， leno 是 等 价 
的 )， 则 必 
Яму = O(n ?)DRCdyme(n)) 


这 里 Ms,= MCf),， Panle? ip ，p>0。 
这 是 因为 这 时 

Í- pliz? о = О(е(п)}, 

而 且 存在 不 等 式 


|Q[ op < Сп PRA" OLD), 


这 里 C 和 QE (P,)。 无 关 〈 参 看 定理 4)。 再 利用 第 二 转化 引 理 就 得 
到 我 们 的 结论 。 

为 了 以 后 的 应 用 ， 这 里 我 们 顺便 讨论 一 下 Fourier 级 数 的 一 
些 性 质 ， 它 的 部 分 和 是 一 种 特殊 的 最 优 近 近 三 角 多 项 式 ， 
设 ео, 2л), Ј(=+2л) =f (2), 


Ух) ~ У, асозЁх + bysinkz, 


о 


5,02, Р = 5 a,coskz + b,sinhr, 


kao 


BIELO, 2л), WS, P = МОЎ, Ти aa), СТ, 
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为 所 有 次 数 不 超 过 n 的 三 角 多 项 式 . 因而 讨论 S,(z，f) 对 f(z) 在 
各 种 意义 下 的 偏离 时 可 用 第 二 转化 引 理 ,但 是 用 第 三 转化 引 理 ( 第 
一 章 §3 之 引 理 1 和 引 理 1*》 得 到 的 估计 会 更 好 些 。 这 时 我 们 把 
So(z， 放 看 成 1 的 一 种 运算 。 

引 理 。 对 0<p<1， 有 


1 1 
16,6, Ph p, 80028, + Blinn 


对 1<p<ce， 有 
15,62, озо СА + л) нон 
ЖРЕЬ о, # 
15,8, |.» оку < G@ +1081) fs zee 
这 里 А„ B, 相应 是 M.Riesz Ж Колмогоров 常数 (参看 [8] 
第 七 章 7.21 节 和 7.24 节 ) 。 
证 明 。 因 为 
SDS +) ш 
2л 1 
tg— t 
2 
+ ft созмай 


2 
= 1 ("гш = 
= {csinnc t + z)cosnz — cosn( t 


+ zsinnz] +0 


tg—t 
5 2 
1 [“ 
+ [fee сова 


sinnz 


а Г" Ге +їусовп(т +1) 


~ fOr)cosnrl— dt 


tg—t 
82 
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2 
+ one | 


Е HG+ i)Ssinn(z +t) 


dt 


1 
tg—t 
Ez 


— /(х)зїп пх] 


+ > [ra + t)ccsntdt 


= (sinnz)/ (ху ~ (cosnz)f, (=) + f Ga), 
RES, f, УЕ fcosnz, ати, Колмогоров 
不 等 式 和 M .Riesz 不 等 式 (SAD 即 得 引 理 的 第 一 、 第 二 不 等 
另 一 方面 由 


sin(2n + 1) dt, 


1 
S,G(z, t) = НКУ +70220) ар 


2+1вп 
2 


i sia(2n + 1)? 
л), sint 
利用 (一 般 的 ) Minkowski 不 等 式 即 得 引 理 的 第 三 不 等 式 。 
根据 这 一 引 理 ， 由 第 三 转化 引 理 即 得 
例 2. 设 /(х)Є1^(0,2л), 1<p<co, 并 有 T,€ (T,) 使 得 
ПР-Т,» созо <e(n), WJ 


I= 5,62, оно «ОА, + Gz) t + DEC). 
É ICE 1700,27), FAT, ET.) 
If- ТИ» в.2*› SESCA), 
则 对 p=1, о, Æ 
IF- 5,62, Dlr coze <(3 + logne; (пуу 
Хўр=1, 0<4<1, Ж 
IF- SCE, Dir оо «С, (п), 


z 1—1 1 1 
ЖШС, = 4023)? +3"(4в,+2). 


|< 


利用 第 一 ， 第 二 转化 引 理 可 得 ， 
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А/К 6190,21), ЖТ„Є (T,) 使 得 
If -Talet ов KET, 0<q<1, ENO, 


ВЕЕТ 
ро = е (5) <, 
则 必 
If-S, С, Pls aa Se" (0) +37 (4B, +È) D, 


HA h Бернштейн 不 等 式 可 证 
| aao SKATTET os， 
Т:Є(Т,), 0 <r<S=<co, 
(参看 定理 3 的 证 法 )。 所 以 对 相同 的 T, 有 
If- Talli o. SDC) 
(根据 第 一 转化 引 理 ! )， 再 由 第 二 转化 引 理 即 得 
If- S, 1. 0,20 2451. 


$3. Мля нижние) 


3.1， 现 在 我 们 来 讨论 一 下 反 定 理 和 多 变数 函数 构造 的 一 些 
问题 。 我 们 仍 仅 限于 实 变 函 数 的 问题 。 关 于 一 般 调 和 通 近 和 复 函 
数 构造 的 相应 问题 ， 我 们 放 到 以 后 的 章节 去 讨论 。 

从 已 知 的 许多 (关于 多 项 式 的 不等式， 由 第 一 转化 引 理 ， 
许多 反 定理 就 几乎 成 了 明显 的 事实 。 

我 们 求 取 反 定理 (或 嵌入 定理 ) 的 基本 思想 就 是 ， 对 于 给 定 
的 参数 6， 把 菜 种 意义 下 元 素 f 的 “连续 模 ? 0(0, 了 ) 看 成 是 一 种 一 
般 意义 下 的 Gi 范 数 。 于 是 由 |f р. «ес, ЯНЗ Е (И 
定理 就 可 以 求 6C0,f - pw) 的 估计 ， 因 而 也 就 可 求 出 o(6,j) 的 
估计 ， 

为 了 叙述 方便 ， 我 们 只 求 出 渐 近 估计 式 。 

定义 ， 设 D 为 Re 中 的 可 测 集 ，7(X)E WW9 CD)( 参 看 [7 я 
XWP DVF RER RA 
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að, f, WPD) = sup 


X+iheD 


sup Pra эк Ох + wl 


ms | 


RED рр БОГИ ИПИЕ АЫ X $ X+ih€D, i= 
0,=",k,|h|<ó0, ВДВ" {ЕБ ЩЩ, ZKE., НА, 有 
时 D' 是 不 存在 的 (有 时 对 充分 大 的 9，|h| 充 分 大 时 ，D’ 可 能 不 存 
在 ， 而 对 充分 小 的 0 才 存 在 ), 那 时 oC0,f,W5 CD)) 就 不 作 定义 。 
当 k= 1 时 ， 往 往 省 掉 下 标 “k”。 口 

рск) сй) К, FEC CD), ДЕ Жо (д, f, 
WWD)) 和 wo (д, f, CODD 同 级 。 所 以 ， 在 这 种 情况 下 ， 往 往 我 
ALMO, f, WP DEKO, f, COROA, f C (D) 的 

显然 ， 上 面 所 引 的 连续 模 有 下 面 性 质 ， 

A) ob,jW42(D)) 对 6E[0,6。) 为 非 降 的 ， 当 1<p<co， 
.确定 的 参数 6， 它 是 f 的 一 种 P(1D) 型 的 范 数 。 一 般 设 ， 若 

l: leho E Р(а,), 

м Oð, f, WP € p(e,); 

B) XH <p<cc, Я 


h 
aKO, Wy DD «(5 OJD з 


-0 
C) ўрос, EWP), РНБ, М 
O0, f, WPD Scosst, депах|р‹® fmo 


k * 
«р 


<con st, ó| fl WhtD (руу 
这 里 max 是 对 所 有 Kk 阶 (广义 ) 偏 导数 D'”7 取 的 。 
性 质 C) ZiR: HAECH), XED’, 有 


|< рк н 


| Е E. ул, | А 
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人 


利用 广义 Minkowski 不 等 式 就 可 证 C) 对 fE Co*n(D) 成 立 。 
再 由 C+2CD) 过 滤 到 W+CD) 即 可 。 这 里 为 之 单位 向 E, 
2 тене. 


根据 这 三 个 性 质 就 可 以 从 各 种 各 样 的 多 项 式 不 等 式 〈 导 出 对 
应 的 转化 定理 后 ) 中， 利用 第 一 章 § 1 中 的 引 理 5、 引 理 6 导 出 各 种 
各 样 的 反 定理 。 几 乎 对 每 一 个 不 等 式 都 可 列 出 相应 的 反 定理 ， 这 
些 不 等 式 散 见 在 近代 许多 文献 上 〈 第 一 章 中 列 出 了 一 部 分 文献 )， 
本 章 也 有 不 少 不 等 式 ， 我 们 不 打算 列 出 所 有 能 得 到 的 反 定 理 ， 而 
只 选 几 个 作为 例子 ,其 余 的 读者 可 根据 第 一 章 的 原则 自己 列 出 来 ， 
而 且 “ 连 续 模 ” 的 概念 还 是 可 作 更 多 的 具体 的 发 展 的 。 

例如 由 定理 5 即 得 

定理 5” 在 定理 5 的 条 件 下 有 


“aÇ 
o,f 1лруу=О{д°| ° D oriee (+ Jat 
+ небе 
жй 0=2m(T-- 1) +2®-1. (地 ) 是 寺 任 给 定 的 函数 ，m 为 革 


〈 正 整数 ?常数 (以 后 我 们 将 沿用 这 两 符号 ) 。 
当 k= 0，P= 9 时 ， 还 可 改进 为 


aG 
0. (8,/,17(Р>О = {д [а «(а 


+00). п 


这 主要 是 用 到 不 等 式 ， 对 QE (рН 
O. (8, Q, L(D))<const, дёп *1°+1 © ls р). 
我 们 也 可 以 看 到 ， 为 了 能 引用 第 一 章 反 定理 的 一 般 形 式 ， 人 性 
质 C) 只 要 对 (Ps)m 成 立即 可 。 
现在 我 们 再 介绍 另 一 类 型 的 反 定理 。 
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定义 BD 为 R" ИИ, f€ W, (D), EX f fE 
(рН “ЕЕ” H 
að, f, W CD))= mip. 1А), 


в 


这 里 “为 了 的 所 有 可 能 之 可 测 子 集 ， 但 mesp”<o, П 

ВЖ, ос, Ура”, 它 显然 有 
下 面 性 质 ， 

А?) QC0,f,W9*《D)) 对 0E50,00) 为 非 降 。 当 1-16 
P(4p) 时 ， 对 于 确定 的 参数 09，0(0,f ,Wn(D)) 是 1 的 一 种 PCa) 
型 的 范 数 ， 

B°) асо, /, исә) < Ши 

С°) Zif EWP), а>р, Ж 

AO, f, WPD const, 807 До 

HACO 是 根据 Hölder 不 等 式 导出 的 。 

由 人 性质 ANC 根据 文献 上 刊载 的 有 关 不 等 式 和 本 章 的 
不 等 式 就 可 列 出 一 系列 反 定 理 。 这 里 我 们 也 只 列 出 一 个 例子 ， 其 
余 的 读者 可 根据 第 一 转化 引 理 列 出 来 。 

由 定理 5 可 得 

定理 5"” 在 定理 5 的 条 件 下 有 


a 
й‹д,г\/* D= ofo | 


当 k=0，p =4 时 ， 可 改进 为 


E > „(а 
ас, јла) = 046 "| (Ра 


+(М(1))}. п 
这 里 主要 是 用 到 不 等 式 ， 对 QE (Ps 有 
Aco, oQ, LCD) <const, 6179" [Оин 


3.2。 下 面 我 们 从 另外 一 种 角度 来 讨论 多 变量 函数 的 逼近 问 
Bi. 这 里 我 们 只 考虑 (对 每 个 变量 都 以 2x 为 周期 函数 的 情况 。 
仍 用 X= Coz) = Yz е ИТ 
坐标 的 单位 向 量 , 
ЖХ. EL, p =(р,,+-,р„), ЖН 
ЖП Рао, 六 ao <ç, 
这 里 要 求 f 在 R" 中 可 测 ，pi>0,，i=1，…，m。 
同时 定义 
5 k k 
©} өе = sop (56-р их 
+ |, 
жип. 
记 (T-) 是 m 元 的 三 角 多 项 式 族 ， 它 对 于 变量 > 的 三 角 多 项 式 


对 应 的 次 数 不 大 于 ni， 这 里 区 = (ni, +, п.) D 
这 时 下 面 的 一 般 的 直接 定理 是 成 立 的 ， 


511 对 fEL?， 存 在 和 3 无 关 的 T.E CT-) 使 得 


-Tse Zor fL) 


REp >1, i=1, m; c 和 n;，f 无 关 。 口 
当 m=2，Pi = о, 1=1, 2, В], їй Дйбернштейн 证 明 的 ( 参 
看 [9])， 他 的 证 法 可 用 来 证 明 这 里 的 一 般 的 结论 ， 具 要 充分 地 利 
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用 一 般 的 Minkowski 不 等 式 即 可 《注意 ， 对 范 数 * ШВ, p 21, 
一 般 的 Minkowski 不 等 式 是 成 立 的 )， 
8182 若 T-E (CT-)， м 


[хк |. 


ее, 
REIP: <q; <оо, 1=1, =, т. D 

这 定理 的 特例 是 已 证 的 〈 参 看 [33)， 相 似 地 可 推广 到 这 里 一 
般 的 情况 。 

为 了 叙述 方便 ， 下 面 我 们 用 的 偏 导数 都 是 cobos 意义 下 的 
广义 偏 导数 .这 时 我 们 有 


А А А 
їз Ле, 2-0 EL, «рн, < 


Р 


со, 1=1, е, т, ЗН. 


д*/. | 


а : 
If- falio, |9- a 20770» 


则 g 和 /之 广义 偏 导 数 9*f/9z41…93zs" 《几乎 处 处 ) 相等 . D 

这 由 广义 导数 的 性 质 可 直接 导出 《注意 ，copones 空间 的 完 
ж). 

注意 到 连续 模 o@:(…) 具 有 性 质 


©) @ё, 9 L) <) 'о(ог,,2.9, я, L), 


pi，…pa 之 1， 则 由 引 理 2、 引 理 3 利用 第 一 转化 引 理 即 可 导 出 相 
应 的 转化 定理 和 反 定 理 。 
设 91(1)，t>0， 为 任 给 定 的 非 降 的 ， 在 整数 点 上 取 正 整数 
Ч, 00 = (0,00, +=, 0.009). 
所 得 的 转化 定理 和 反 定 理 就 是 
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定理 13 设 /€L', pi 之 1，i=1…,m, 并 有 T.E CT.) 使 


МТУ Е (Zn.) = E Gü), 


Е (39: GD.) =Ф0) №0, 


1-1 


m dt tas АЕ ЛЕ ЧИЕ © 
[вот <, в = (II 9007699, 
i=l 


Ej >0, j=j t. tjm qi2pi, W 
D-T] o [а 
дхү!ї+едх„!" до {во 
о1(ё,‚ — f —, r) 


Ə f/əz, 1... дай" Е 1З, 并且 
о Әтү!ї.+дх„!т" 


тое вео ayu + P Bot, 


Т р 
її) = 0，p, = gj，i= 1，…，mm， 时 ,后 一 式 可 改 为 
工 
oi, f, 17) zofo | OBga 
ЭФ 
+E G) 5а). 0 
i=l 


RRE, Q T > / д dtn "Р + 157， 当 n->co 时 ， 


为 一 Cauchy 序 列 ( 根 据 第 一 转化 引 理 的 估计 )， 而 空间 LC 易 证 ) 
是 完全 的 。 因此， 其 极限 函数 JEL REL Sdri dtn n GR 
据 引 理 3)。 而 定理 的 估计 式 是 直接 由 转化 引 理 导出 来 的 〔 反 定理 
的 推导 方式 和 定理 5*， 定 理 5"* 的 相同 )。 

利用 上 面 的 引 理 和 第 二 转化 引 理 可 得 到 许多 最 优 逼近 多 项 式 
误差 估计 的 结果 。 
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例 3 # 92>2:>1, i=1, +, m, fet, WJ 


l - Mal z=0{(Tn 9) (ог) + 
+З, Gh f, 2) 
=o (Пьет) (Зо, 1). 


ЖАМ =MG, ТУ 2). 

由 转化 定理 就 可 估计 在 其 他 意义 下 f М „йж, 实际 上 ， 
利用 上 面 的 引 理 和 第 一 、 第 二 转化 引 理 可 以 估计 93": -GT 
С.м, ITAI 10" =" RE, д. 分别 为 


А, ВИЗ 〈 一 般 不 相同 )。 
利用 引 理 1 和 定理 13 即 可 得 下 面 的 霸 入 定理 。 


定理 14 iq 2>p,>1, 1=1, +, m, эй er, 
: Ет 
"< dt 
ГУ BnF <o, 
9-1 


ё ho 
Boch = ge 0: (gy, И, 17) 


x Ig yG), 
r=1 
ИО '//дт "дд! LT, 并 且 
N of Р 
о;(02,, oTi oria? 5 ) 


я 99 е 


-о е" з ково а „Хв Ag 
О О 


И ‚(#8 _ dof 3 
воо Zaton (ү, дер, К}. 
定义 BDO, ғ. =k +n, ЖЕ HENEM, 0<n,< 
1 设 Ətof/əz. to € L? FH 
"о. д* ууу аа р 
о 006, усу» L ?)] ни шр <оо, 
0=1, .., т, 


р", р, "5 ра21, 这 时 记 ГЕН. O 


пни, Ф 9.09175, Ө=1- D lti- 


则 有 


RI Ш д'°//дх„*еЄ1?”, =1，…，m，Di，…，pn>>1。 
则 有 


=0 фо ЭАТ)! К 
п, 8 


即 只 要 右边 积分 存在 并 收敛 ， 则 左边 就 有 意义 并 且 估 计 式 成 立 ， 
这 里 


олш" Ва 2 ho 
Айу= т Уно; (178 dtf 15), 
4,>р.› в=1, s т, O 


«100 * 


在 系 1 中 令 入 (省) =д-', 80208, ЖА, # fen: 
(co)， 则 必 911/3zl…aroinEHE (оо), 

一 般 我 们 可 证 明 

#2 RIEHL, p, po "S Pn>1, q.2po О=1, 
чэ m 6=1- 50.006 9—4) 29 ЖАНЕ 0< <> й 
# 


of сеня 
резке ЕН" 4. 0 


证 明 设 ro=Ro+?o，0<mo<1; Ө, =le tE 0<8,<1. 
这 时 


1 


ee... (кё, этек 2) ар" 


ое" p-e [5+ Hoet P: yk)" 


9+1 
1 
хтб 0-0-1 deye 


k: Г. (ез ИШ [> оар)" 


хатна) = 041, +1,}, 
这 里 


pi ‚1. 
这 时 ия | 这 里 


м.о ме Ро страны 


i 
р-р 
хз шы ЫШ, САРЫ Ь 
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М, = ШК ар ОШ кенар], 


Er ha 
max | AEN 1- Ni + r, т< <, 


&y= #5, 则 有 


M。 “о „ш O o У) а) анвар) 


i ГГ кие | 
of (f æd)? = оа), 


二 Е 
ЖИТ, рат, —*(1+[&;1+1,)-г», 


ч 
"о 


з 
+ 
e. 
8 
| 
一 一 
1 


о,=4/(1+08,]-8,2-1, ps= È: ++ 
À 
=а(1--у—)а +1&1-&)-1>1. 


同样 令 y = 仁太 ， 再 令 y= lesz, MA 


y” 


K о, КО) и. |} 


= о! |" (о adzy ие, 


因为 


[е Cdz<(| 2 в. (еда) 
- °. 


1 
了 7 


о” бу 
° о 
故 有 
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м. = of( > у” =00), 


这 里 0,= би, tko- T; —т„-1, ps= – 1, -1+ EEs 


Ов = 45: -1+рь gèt К еее а+ т, > - -1, 


和 之 规定 如 前 。 
系 2 证 毕 。 


$4 三 角 插 补 及 其 它 


4.1 агре z, j= 0,1, 2,…,R-1， 并 定义 梯形 函数 


Фс) = 1, траса, i=0,1,2,--,R—- 1, 
我 们 知道 n 次 三 角 多 项 式 
Ок P=U, Gu i,u, ie sf) 
= [Кора здара абша и), 
0 


在 点 ze +u, tetun, = 0,1,…,240 上 和 函数 FGz) 相 等 ， 这 
里 


sin(n ++): 
2sin 了 1 


(参看 [10])。 下 面 用 的 导数 都 是 普通 意义 下 的 导数 。 
IE 00/02) СІРС0,2л), f(@+20)= f), MJ 


КАЕ Ж, [Sa] 
J 


Mr] Г 


D, = 


ò y 
Әх 


О... Ф 


r 
1 


"dazdu, du, }* 
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0.25 


«лу зал,  1<р<у>һ 

k 

B.o | <C2m'3nt (2 + 1gn) Лон 
or И 

р=1,7>1; 


А 
О, Сел (А "Иер = 1, 721, 
1- 


0<0<1, 
кш у иен. 
щт) ЄС(0,2л), fGe + 2л) =f) 时 ， 上 面 结论 对 r= 0 也 
是 成 立 的 ， 并 且 
Uw Фе озна ат Мань .0 
证 明 “我们 只 证 第 一 个 不 等 式 ， 并 让 r = 1。 其 余 结论 的 证 明 
是 相似 的 (第 二 、 第 三 、 第 四 不 等 式 的 证 明和 Fourier 级 数 部 分 和 
相应 的 不 等 式 的 证 明 相仿 ， 参 看 2.4 节 的 引 理 )。 
首先 我 们 知道 ， 对 任何 T.(z) € (ТОЯ 


1. 1 
рено ЗА туа, O, 


1<р<®, 
SELD. 
这 时 我 们 有 
f 1 =. Ча) бзи, | "аспе [0а СР Рах 
0 0 
<з'Аше U, (тии, „12 


ны KERDI IRRI 


arpin os р 
Г f [Za D атаи, 


<з?Ап*? |, |, If ш) |’du dp, „а (G) 


ceam | | rau [Pdu 4х 
° ° 
KOMPA IFZ? o. o 。 
证 毕 。 
利用 本 章 例 2 之 结论 (2.4 节 ?和 第 一 章 $ 3 之 引 理 3， 我 们 就 可 
根据 上 引 理 导出 
定理 15、 设 f(z)ELC0,2x)，f《x+27)=f(z), 并 有 TT,， 
Т; єЄ‹т,){ 
k 
А-Т, оого еби), то 
<г*(п), 
则 必 
k 
BU oi |ien <С‹зАул*е(п)у +е*(п)), 


这 里 1<p<coyr>l,C= (2л) QA, + (21) +1), IB3FE= 0 可 
取 C= ал». 

4 (2) ECC0,27),f(z+27)=f(7) 时 ,上面 结论 对 r= 0 也 成 
у. 0 

这 时 在 第 四 转化 引 理 中 ,S, 相 当 于 Fourier 级 数 部 分 和 构成 的 

k 

жи, Susu. OM ЕЛ] нөн. 

由 定理 15 立 即 可 得 到 

WA. BSO ELO, 2л), (+21) = f), FAT, ET N 
AISO Т, |0 ceo KEN), ШЖ 

k 


2.0, D-ino, 


这 里 1<p<coyr>1,C= (2л) (2А, + (2л)? +1), ЖЕР0, C= 


Ол)”, #k=0. 
特别 当 f O E ELO DA 
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3C(3A,+1) 1 
|а.) < Ао (D, 
这 里 o(6) = 0* (6, ** 0, 12(0,27>). 
3472) € Соо, 2л), 0с +2л) = f(x) 时， 上 结果 对 r= 0 也 成 
z. 0 
同样 ， 根 据 上 面 的 引 理 ， 本 章 例 2 和 第 一 章 8 3 之 引 理 3 ， 对 
p= 1] 可 得 
定理 15*。 在 定理 15 的 条 件 下 ， 设 p= 1， 则 有 
|. р-у «ооз + 1emntecn) 


+е*(п)], 
ЭХ "> 1, C= (2л) "(3 +181), А0) Соп) = (27)' 对 k= 0, 
шух) € C(0, 27), (чл) = Їх) 时 ， 结 论 对 r= 0 也 成 
w. D 
系 2 Ң/'°(х)Є 1(0,2л),/(х+ 2л) = f), HAT, ЕСТ, 
ВТ, еби), ШШ 


k 
| уш, 1] <С(п)[9(2 + 1gn) +1] 60%), 
1071 + 


车 J/*+nELC0,2x)， 则 必 
k 
DER Ф- | sct +18) +11 eln). 


HIP ELCO, 20), И% 


| СЕ Un H- г Ssn'icoptse +181) +11 


°(1.), 
这 里 对 ”CC 之 规定 和 定理 15* 的 相同 ,o(0)= о (д,/*+ 0, LO, 
2r))。 口 
由 引 理 之 第 三 个 不 等 式 可 得 
定理 15**。 设 f(z) EL(C0, 2л), [/(х+2лу=](х), ЖҖТ,Є 
TOER -T droan 过 Ee(n)， 则 对 0<k<1 有 
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Wro Cf Л, Се (туе), 
т 1 k 1 
这 里 r>1，C*(D) = ZOMG воа)" +( y]. 


т-н 
RSO ELO, DA 
Uro -fleni 0 (1), 


这 里 o(6) = 0100,5 0,100,2л)), 
对 f(x) ECC0,2x)， 结 论 对 r= 0 也 成 立 。 口 
利用 引 理 对 于 C 空间 之 不 等 式 ， 由 例 2 和 第 一 章 8 3 之 引 理 3 
即 可 得 
定理 15++*。 设 Fo(z)EC(C0,2r),fGz+27) =f), HAT, 
ТЕ (т, 
МТ ео. а») < (n), MHP То аж <e*(n), 
则 必 致 
| 
дх* п,(0) 
eln) + e*(n)1. 
щЁ= 0 时 ， 上 估计 式 可 去 掉 因 子 (3 + gn), D 
系 3。 设 Fo(z)ECC0,2z),fGz+2r)=JGzD， 并 有 T,ECT,) 
ВИ Тео: SE. WA 


h 
|ë... Ф-/*] san < + 17010902 + 18%) 


с‹о;2 


<(3+ lgny>[3n* (2 + Ign) 
) 


С‹о.:я 


+ Пе®). 
Жү" Р e C(0,2m), }(с+2лу= fa), WE 


h 
|E Cf) -人 小 з ку <ЗпС!(3 + 1gn)[3(2 + 1gn) 


+ 132 (1), 


REl) =@,(6,fJ**n,CC0,2x))。 这 两 个 估计 式 对 k= 0 可 解 消 
因子 (3+1gn)。 0 


* 107 ° 


我 们 得 到 的 这 些 结果 是 ]. Marcinkiewicz，A .zygmund 和 EE， 
zarantonello 所 得 的 一 些 结果 的 推广 和 精确 化 ,他 们 至 多 只 考虑 到 
r=1,k=1, 的 情况 , 而 且 在 许多 情况 下 没有 误差 的 明确 的 估计 ( 参 
LID. 

4.2。 这 里 我 们 顺便 谈 谈 一 些 其 它 方面 的 结果 。 

设 函 数 U(z,y)，z EE,，yEE,， 对 7 是 齐 次 可 加 和 为 正定 的 
(或 者 为 正 线 性 的 )。 这 里 E, 为 一 线性 空间 ，E, 为 定义 在 E, 上 ( 包 
括 常 数 在 内 ) 的 函数 空间 Ва EP, [|o € PC1) 满足 
条 件 ， 

NUCE, t) OPKUE ,#,)192,0), 
т ЕБ,, t,€E,, 
Хш КА, ЕЕ Ж. Н. 
рее!‘ SKAUDID? 
REKNA HE, KNO, t—0; КСО) = 0, 
定理 16。 在 上 述 条 件 下 ， 对 QCy) EE,， 则 有 
ОО, у) - QG) 
<ha +12000) 02 + В) +R KCO , 
Петя ОСЕ], 0), а= |U(QCG(t-1U), O-U, д", 

= 1001, 09-11, 900) = sup | QC +0) – ое, Hi 是 
; :中 之 t 的 ( 某 种 ) PO) 型 的 范 数 。 0 

实际 上 ， 

LUCO), -OWI «Ор, 0) 
-U(Q(t), yP + 
+h|U(Q(g+t), 0)- Q(U)|| ° 
<ha +h? |0 (0(у), 0)—- QG || ° 
+h JUCO +t), 0)-U(QG(U), 0011: 
<ha +h°U(@(| t|), 0) +h°K(0)|Q| °” 
<ha +h°@(0)U(ó-'||#| +1, 0) +h°K(0)|Q|| D 
<ha +h oO + В) HKO. 
例如 我 们 考虑 Poisson 积 分 
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СРСР), z) эя), fc 1— 2rcos(t — z) +r? 


34fGtD€ 140, 2л), 1<p<co, B, ШЕШ ЖИШШ 
ПОС, 2) fOr)? aaa 201 „Ра, 


1 Г" 1-7? 
9, = — 下 | 一 一 一 一 一 一 一 df 
Ё f! тоз Fr? i 


dt, 


— i, HR pE Alab, 1=1, 66, m,) 定义 
T fO, KOX), CNIR zi 以 5;~ 为 周期 。z 为 某 参 数 。 设 
K(X)>0, К.Х) = К.Х |), EPO), KOELMA), 


м0, х= | Јака су yay, 


[корму =, 
#fCOX)€ L'CA), 1<р<оо, WA 
IV С, X) ХОК) || r 2000,), 
(д) = sup NfOX+H -fs 
n 2 
4 
例如 我 们 可 取 |Yl = (1), [9+ + [9,19 
Y=G/ s У»). 
由 这 里 的 定理 也 可 以 知道 
BULC +y), 0)=U,(Q(t), у), 
limu, 0)=1, Jim 0, (#1, 0) =0, 
ЕА ЕОс 有 
Jim 10,0, z) - QG) |°”) =0. 


$5. Соболев 空间 中 的 有 逼近 有限 单元 法 
Spline ШТК Taylor 
余 项 新 估计 及 统一 逼近 
вл. SERED iati eri D =n, 系数 属实 域 ) 记 
+109 • 


Н 
G 


‚ 1<4<%, 这 里 


H Pane 显然 СРСР) Сыр. 
车 多 项 式 仅 限于 定义 于 集合 D 上 ， 相 应 的 族 可 记 为 (P,)m(D) 
4%. АХ ОЙ, ЖРО ДАРЕК, (Ро 等 方式 来 


表述 ， 它 表示 p 在 Di 集合 上 属于 (Р,,)„ EF. 
对 于 Co5ores 空 间 凡 :CD)， 采 用 范 数 定义 


Лоо =Í Z ipta YV 
Реди G А И, Iri 是 之 和 形成 的 模 。L2CD》 即 普通 的 Le- 
besque 25]. С‘? (D) НУ; (D) = пту (р), WPD) 或 
ХОР ИДЫ ЖШ? О) 中 的 函数 族 在 Wy OD) 
度量 的 意义 下 封闭 成 功 的 空间 。7E CCD) 不 一 定 /之 ! 阶 导数 连 
续 ， 它 可 能 分 区 连续 。 

定理 17。 9065,01, 0), PrEP) WA 


д 2min? | 
|, < Їр, о. D 


证 明 .对 每 一 点 XED， 有 -V(X，h，0)cD， 则 以 X 为 新 
坐标 的 原点 ， 在 Va(X，h，9) 中 选 m 个 线性 独立 的 向 量 2， j= 
Lo, m, YIBE GHE WERA HKEY, MA 
为 9。 空 间 的 点 在 外 方向 的 坐标 用 pj 来 记 。 由 于 У„ОХ, в, 0) 是 
个 m 维 欠 体 ， 记 以 这 种 选择 是 可 能 的 。 

这 时 在 Vn《X，h，0) 中 ps 成 了 p;，j=1,…，m，, 的 多 项 式 ， 
次 数 不 超 过 mn， 因 而 由 一 维 的 Mapkos 不 等 式 有 


ò 2(тп)?* | 
| Эр; D. < bp. 


le 40<2}<#) 


C tocpj<h) 


mn) | 
<® юр Ф)» 


畦 别 是 对 点 X， 即 对 p;，j= 1，…，m， 有 


2 
| 之 pco | <22 iple o, 
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д 
др; 


对 点 X， та 


ð ЭР». дю, 
or" A DP; да, 
w 
к | др, | 
| oo | SGD" рле, D |20, 


现在 来 估计 13p/3zi|。 记 {办 为 原 直 交 坐 标 系 的 单位 标 架 向 量 。 
这 时 

ей, Б Sojo . 

iel 1-1 
因此 


т, 


24 
> 
И 
M: 
Е 


这 里 V 是 行列 式 |aij|，aij= єй, АЕРА ЗА (2) 张 成 的 
平行 体 的 体积 ， 而 4jj 是 的 行列 式 1aijj 中 ij 的 余子 式 。 

因 [21 =h, 141 «сп ри, 又 由 于 以 6 为 m1 维 
容积 的 超 球面 对 应 的 角 锥 在 {名} 平行 体内 ， 故 有 


0Oh"<V, 
因此 有 
доп) „|н m-i, 5 | ст! 
onl [V |“ en š on | S @һ * 
所 以 


д 2т|т? в? 
oo mien рее 


由 于 点 X 是 D 中 之 任意 点 ， 故 定理 之 前 一 命题 得 证 〈 注 意 ， 当 X 变 
动 时 ， 标 架 (e) 也 可 能 会 跟着 变动 )。 对 其 余 命题 证 法 类 似 。 
证 毕 。 
定理 17 可 推广 于 一 般 的 Lebesque 空 间 L*X(D)。 为 此 我 们 研究 
一 种 常用 的 区 域 及 区 域 剖 分 。 若 DeSm(h，9)， 并 有 有 限 数 N, 使 


° Hl ° 


##DRZNA#8BV,CX;, В, 0)CSD, 1=1, ,N, CMAR 
D, XEhi>h, 0;>0. О ЖЕН ОРЕД) 的。 对 于 
D 的 一 种 有 限 元 剖 分 序列 ， 每 种 剂 分 的 单元 都 是 有 限 锥 的 ， 并 且 
N 不 随 h->0 而 趋 于 无 限 ， 即 N= NC) 是 有 界 的 。 则 前 分 叫做 有 
限 锥 (性 质 ) 剖 分 。 有 限 锥 剖 分 中 单元 数 随 h->0 趋 于 无 穷 ， 但 每 
单元 的 NCh) 是 有 界 的 。 实 用 的 有 限 单元 法 都 是 有 限 锥 剖 分 .在 下 
面 定 理 17' 以 及 在 推论 中 用 到 定理 17* 的 定理 19 等 ， 我们 都 假定 前 
分 或 定义 集 是 具有 有 限 锥 性 质 的 《有 的 定理 就 不 再 明显 列 出 这 一 
条 件 )， 而 只 涉及 定理 17、 定 理 18 的 结果 则 不 必 这 一 条 件 。 
定理 17*。 对 于 DeSm(h，6)， 设 其 具有 有 限 锥 性 质 pvE 
《PaV CB,)m，p 之 1， 有 
д 
|n, 
Хш С<С(р)(т-1)үт!?М!?Е "0, CO) 只 与 P 有 关 ，N 为 
有 限 锥 性 参数 ，R 为 D 之 直径 。 口 
证 明 。 在 [1] 中 已 经 证 明了 一 维 的 L? 中 的 Mapkos 不 等 式 


In? 
Ile an < Gpl en» 


С 2 
«1р о), 


L? р, 


4 а: 
С +16)" (5) 
因而 对 于 m 维 矩形 体 D， 其 边 长 为 hi，i= 1，…，m， 
h<h,;,<R, 
CrR 0712 | ， 
# 2р. 0 ples 


СЕ, h, n, pn，mi，D 无 关 。 注 意 ， 平 移 与 旋转 不 影响 不 等 式 
之 论证 。 

ру ЖОРАЕВ ОЛЕ h<hi<R), HMAS, ДХ 
用 一 非 异 仿 射 变换 把 DZ 变 成 直 交 的 矩形 体 D'，{zi}->{pj}}， 这 时 
利用 上 面 矩 形体 之 结果 有 
f [REH "а, аг, 


ÒT; 
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| че, зар. 


5.20, Эв". дт) 
55: (“дру 


, 
dpo -dpn 


<V zj, 2 др, 


< 


у (В) «су к + [Прыма «чар 


т-1 9 Crytn2: e Е 
<("р1) т-а рн + [раа аа, 


故 有 
Pa | po, < SDI рн, 
当 D 为 有 限 锥 性 集 时 《参数 为 N)， 则 由 上 式 经 简单 计算 即 得 
n Cn? 
22. | ,， <- pal 
C<C”(m—1)1m!2N PRD 0, 
这 里 R 为 D 之 直径 ， 
定理 证 毕 。 
定理 18。 在 定理 17 的 条 件 下 ， 对 0<p<4a<%， 


2 ) 4 17р- 174) т 


n | 
Palle «(бете раж оэ» 


С=С(а) = С(оо)!- P , 
СИ тв" 1 (р+ 1)22"++1 17р 

с ›=[ т+р+1 ] 

ERS EAR Фо» ФН. D 
证 明 。 不 妨 设 D 为 闭 集合 。 我 们 可 选 到 这 样 的 点 X。 ED, № 

得 

р. со = |р,СХо> 1, 
这 时 有 一 m 维 角 锥 V(X。，h，69)CD。 xXFTXCV(X,, h, 0), Я] 
用 定理 17 有 

| Pa(X) —p.CXo) | 

* 113 * 


д | УР 
<max |2. CVK Gh 2 la; zil 


зд 
<m РС, ХР, сир» 


这 里 zy，z? 分 别 是 点 X，Xo 的 位 标 ，p(X，Xo) 是 X，X。 的 距离 。 


8n? 
因此 在 VCXo，h，6) 中 车 1 一 g 000 X>, 


有 ROPS (i - 25229, х,))', 
因此 有 有 
az, az, 
р 


A 
РИ nz. 
Ра.» [° а) tdr 


9(т+р+1) 0h: 
> m(p+1)2"*Pti Ip, (ства) . 


所 以 得 到 


2 mp 
|р»| cay Со) (тетте) р.» оз 


这 时 1р, ор! |2577 Пр. 128, 


ATS 


m/p- 174 
«С(ооу!-%/0 ) 


п? 
( GEF аө 


定理 证 毕 。 
由 定理 17*， 定 理 18 及 嵌入 关系 可 得 
定理 19. 设 DE Salh, 0) HARE 〈 人 参数 为 N)，PuE (р,)»„ 


УФ.) ШМа>р>ь 有 


Сп" 
Ip. lwo DS oh” A ШАШ 


这 里 
14+ 


а=2д+2т(1.--1), В=д+(т+1) (1-2), 


6=тах(0, Ё-1), 
C=CO, q, 1,8, т,№, К) 可 选 得 与 p，6，m，p， 了 无 关 . 口 
证 明 。 不 妨 设 & 宇 1， 因 为 在 相反 的 情况 可 利用 泛 函 空间 的 嵌 
入 定理 。 这 时 
ipali KD ›<Сүо%- \р„[»‹! D; 
«ИР "|р, киз, 


п? п? 


а= hr = Sir план» 


证 毕 ! 

由 定理 19 可 对 分 区 多 项 式 进行 估计 。 

定理 20。 设 分 区 多 项 式 Je (p,, n, (Фо ,i 属 任 何 给 定 的 有 限 
Маж, P CI, D! = Up?» DiES。 Chj,0;), WRIS 


1 有 


но «с 之 ш ШЛУ 


lI WÜ o <C Sup КИЛЕР] во» 


这 里 
1 


а =20+2т,(-- т), B; = +m; + D (+ =, 
д=шах(0, Ё—1), а; =26+2т;/р, 
В; =0+ (ту+1)/р, 
CHEGO, №, т, f 无 关 的 常数 。 0 
上 定理 的 特例 是 
定理 21。 在 上 定理 的 条 件 下 ， 对 R<1 
ТАСИ «Свир буклы wn(D), 


特别 是 对 于 平面 情况 ，m =2， 当 nj=n，0;= 0，hj=h 时 
115 


[fl w, <C- | и» 
对 于 空间 情况 
Ли osCn20-2027 2 | f СЕА О 
对 于 一 维 的 情况 ，S,(h，6) 没有 意义 ， 直 接 由 Марков 和 
BapH 不 等 式 可 证 明 
定理 20*。 对 一 维 分 段 多 项 式 fE (р„, X DDA 
ifi wO (р'› <C nih =] f lwo» 


a= 20+2(2.- 2), д = тах(0, А-1), 


во, Суп, №, f, РЕЖ. а= co 时 有 


lfle® o <C ѕирпу? 2/0 ио, D 
i 


5.2. 利用 上 节 的 不 等 式 和 P 转 化 引 理 ,就 可 引伸 出 一 组 误差 
转化 定理 和 逼近 的 反 定理 ， 我 们 只 举 出 其 中 一 部 分 作为 例子 。 
例如 由 定理 19， 以 z 为 逼近 参数 有 
定理 22。 设 DES。，fEW9y pp，1<p<4， 并 且 有 Pn€ (Р,)„Һ 
使 得 
If- plr < € (ny, 
这 里 Et) 10, 
[єстї <o, 
WEW? (D), ЖЕ 
ТАГУ 


其 中 > 1 为 某 给 定常 数 ， 其 余 符号 意义 与 定理 19 的 相同 。 口 

应 用 定理 20， 以 剖 分 细密 程度 h= 1/t 为 逼近 参数 ， 由 P 转 化 
引 理 可 得 到 

定理 23。 设 参数 族 I= ID,I=ICDSELDD= U р), 


ОУ КО) 
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р’ = р), DIH E роки» ко), Тот, Өх 
) 


фаз, 
20>0, һү,>һ;>0, few Dy p>1, #НЯ 
h€ Ф, s (Di) na «ИСН О 


使 得 И-М a SEO, 
(КО ‚а <, 
а= 20+2т(1 -1), д = тах(0, А-1), 
РЄ WCD), $E 
М- Ами cp y= О, (Е), 
4>1， 其 余 符号 与 定理 20 同 。 
Ж 在 上 定理 中 h=1/t 虽 可 变动 ， 介 D 与 D' 可 以 是 固定 的 、 
利用 其 它 不 等 式 也 可 建立 类 似 的 误差 转化 定理 ， 而 且 可 以 有 
更 加 复杂 的 形式 ， 例如 可 以 建立 以 n，h，9，m 同时 为 逼近 参数 
的 转化 定理 ， 这 里 从 略 。 
为 了 讨论 反 定理 ， 对 /EW5"(D), 定 义 连续 模 
Ф,(ду=ф,(д, f, WPO 


= sup sup |А /(Х)| к р›» 
= 


2 
Af (Ху = DB -Di( ; JAX +ib), 


这 里 为 任何 向 量 ，|h| ERKE, DADANA WF RE 
XED' 导 致 X+ih€ED 者 。 车 Qs(6, f，W5”(D))=0(0')，0<a 
<i, WFK 
ЕН (РУ НР). 

这 种 一 般 的 连续 模 ， 是 一 种 依赖 参数 6 的 广义 的 范 数 ， 又 是 
一 种 广义 对 称 性 的 量 的 刻 划 ， 它 具有 如 下 的 一 些 性 质 ( 设 p 之 1) 

1) ok(0) = 0， 对 0 非 降 ，ox(o)E Cas 

2) o) ЗС] Ло 
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3) JEWS 2CD)， 其 1+5S-1I 阶 偏 导 数 等 价 于 绝对 连续 ， 则 
Oa, 1, WPO, f, WODY 
<C,ô* |f|] жч tO» 
c, C, C, Уд, 1%. 
这 可 由 МАЕ м o*t: 
дї зо) < || р 


(х +ë Уп), аы 
导出 〈 利 用 广义 的 Minkowski WES). ежи (š В, 
总 是 沿 z 方 向 的 导数 ， 
4) т ЈЕ КИЯ, 0nd) <n) 
5) |0,00,) ~ 001) <20, (|9, — 6, |); 
6) 340,00) /6"—-08}, РУО, lilk. 
有 了 这 些 说 明 ， 就 可 用 P 转 化 引 理 〈 的 系 ) 得 到 反 定 理 ， 下 
面 是 一 些 选 例 。 
定理 22*， 在 定理 22 的 条 件 下 
0,06, f, WOD 
‘и (1/8) 
zofo | "- «(ш )#+[ „т 
t 
є(2)а}, 
B=2m(T-— 1.) + 2maz(0， k+s- 10), 
34R=l, а= рў 
oð, f, WPO 
=ofo 人 (4) а + € (МТ))}, 
这 里 及 以 后 和 (+) 是 的 非 降 函数 ， 和 ,为 某 一 常数 ， 其 余 符 号 同 定 


理 22。 口 
证 明 。 实际 上 有 不 等 式 
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9,08, f, руу = ОЛ). 
而 对 pn € (р,), Н #1917 
Ф,(д, р WEO) = 046 pr *+5›ь›} 
= O(n’ 1р. муо). 
利用 P 转 化 引 理 的 反 定理 形式 即 可 证 明定 理 。 
定理 23*。 在 定理 23 的 条 件 下 
@,(6, f, У) 


=0 ое N и-'е( 1). 
当 &= 1 q= ph) 
oð, f, WPD) 


sofo [e= ( as e (1), 


8 与 上 定理 的 同 ， 其 余 符号 与 定理 23 的 同 。 口 
，. 证 明 与 上 定理 类 似 。 

注 ， 定 理 23* 就 是 高 维 有 限 单元 法 或 高 维 Spline 逼近 的 反 定 
BH, 对 于 一 维 的 情况 ， 由 Марков 型 定理 的 原型 ， 指 数 a。，B 可 


以 改善 一 些 。a= +-+ +max(0, k-1), B= 2-1 + тах, 


k+s-1), 
而 这 时 的 反 定理 的 特例 是 传统 的 Spline 逼 近 收敛 性 限制 定理 СНУ 
ЄС Га, 61, р>0, 

lf ~ ЗА сс =0(|Ах|2"**), 
导致 D*"f = 0 (参看 [18] 第 34，96，174 页 )) 的 推广 。 实际 上 ， 
这 时 由 转化 定理 可 得 

[/—5Ах|с‹ю ш; в = OC Anl, 

k=1, 2, =, 2n, 

而 反 定 理 有 如 下 形式 ， 若 S8; ”5 绝对 连续 ， 
则 050, f, Са, 61)=0(0°), о=5 +2п+р- А, 
特别 是 
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@, (ó, р?"-!}, Сга, Ь7)/8-+0, 
因而 D?"f= 0。 其实 只 要 
If- Зак са si<e(1l/lAnl), 


Кол 
即 可 。 


5.3. 有 了 转化 引 理 ， 一 些 特 定 的 直接 洪 近 定理 与 多 项 式 不 
等 式 一 样 是 研究 具体 问题 的 关键 。 本 小 节 具 体 地 证 明 一 些 新 型 的 
直接 定理 ， 并 讨论 Spline 逼 近 。 

定理 24. efe Wy Ea bD, р21, 1, 7 为 非 负 整数 , WJ 
存在 对 t，p，! 统 一 的 一 维 多 项 式 p,€ (P,):， 使 得 


рии, во 


<M (ÈA Tob, |, wanqa, вул), 


这 里 R>> 1 为 基 整 数 ，# = 0，1，…，1，M 为 可 选 得 与 b, n, + 
无 关 的 常数 (但 可 能 与 p，b r, #18). 0 
证 明 这 与 传统 的 Jackson 加 强 定理 


. Cisr 1 (7) 
с 


《参看 [19] 第 275 页 》 的 证 明 方法 相似 ， 这 里 叙述 一 个 梗概 ， 详 细 
过 程 可 参看 [19，15，20] 中 相似 定理 的 证 明 。 

先是 把 [a，6b] 变 为 区 间 [ -1+2s，1- 28]。se>0 为 充分 小 的 
定数 ， 相 应 的 变 为 1,， 再 延 拓 f ,于 [ ~1，1]， 使 其 在 WS1” 意 
义 下 的 连续 模 0; 同 级 ( 即 比 在 二 正常 数 之 间 )。 延 拓 得 的 函数 ,在 
[~1+e，1 一 EJ 之 外 要 求 为 零 ( 这 种 延 拓 的 方式 之 可 能 性 已 有 许 
多 工作 ， 过 程 是 类 似 的 ， 参 看 [21，22])。 再 由 y= cos 12 转化 为 
E-m, RAS. CEREZO EWS "中 的 连续 模 o, 与 原 / 
РСЯ ~ л, л], Га, bI). 


Фоо га, те [2 |+ 1, [а ат 
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HAR. в 


-1 [ sin(mu/2) 7° 
KG) = sl sin(y/2) ] š 


Ы шии" 
А И! siny/2 dy, 


则 可 证 K(y) 是 次 数 不 大 于 的 Cosine 多 项 式 ， 并 且 
[Koyav=1. 
hir 


; k 
Ë та) = |" KOOD ( лана 


#-1 


= коио оа, 


Аът 


k+r 
etA -i 1 3 
к'о 50-20 i( 1 к (1). 
这 时 有 
lfs Ти а-я. яу 
<| К*(5)0(5)4$ 


<| к’ Фо ("+1 1)as 
<o (Df osote oas 


@(8) = Ф.б, fo, МУС л, я), 
这 时 对 n 《类似 于 [19] 第 五 章 计算 ) 


f astor ods= оа), 
故 有 常数 M/ = МО, k) <oo 使 得 


т 1 
Та 
Мот б ө». 28 М/9 (5) 
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<Ma (1, fa тия, ар). 


再 转化 回 原来 的 /， 这 时 T->p。， 经 简单 计算 即 得 定理 24 的 证 明 。 

EE, 定理 24 的 证 法 沿用 传统 函数 构造 理论 的 论述 模式 ， 证 法 
是 简单 的 ， 虽 然 细节 详细 写 起 来 较 繁 。 但 是 用 定理 24 的 方式 来 表 
述 的 直接 统一 逼近 定理 还 是 新 的 。 这 一 形式 可 以 推广 到 高 维 的 充 
分 光滑 的 区 域 ， 证 法 完全 类 似 ， 证 明 这 里 暂 从 略 ， 高 维 的 处 理 的 
例子 可 参看 [151。 

定理 24*。 Крут 维 光滑 区 域 ， 其 边界 的 局 部 参数 表示 是 1 
+r+I 阶 连续 可 微 的 。 设 了 的 直径 为 R， JEWS Ср), р>1, 
这 时 有 对 t，p，! 统 一 的 p,E (рот, #8 


IF- pr wor nn 


<M (RE) a (Е, у, wy: na), 


这 里 > 1 为 整数 ，t= 0, 1, =s Т, 1, 7 为 给 定 的 非 负 整数 ，M 
УК, п, РЖ. 0 

注 ， 这 一 定理 的 特例 即 为 [15] 中 之 一 结果 〈 对 所 谓 ЗН". 
(D; M) 类 ) 。 

但 是 这 一 结果 对 有 限 单元 法 关心 的 逐 块 光滑 的 区 域 意义 不 
大 ， 在 讨论 有 限 单元 法 中 我 们 直接 引用 定理 24 以 及 下 面 更 强 的 统 
一 逼近 定理 。 

定理 25. B fH ECCa, bI), 1, r>0, 1, =, r, n<r- 
t+，T,《 了 有) 为 于 任 一 给 定点 z。E Га, БЛ Taylor 展 式 前 几 项 之 
和 ，n<1+r， 这 时 

If -Tallet t Oqa; bD 


D-aN /b-a 7 
2) a(S, f, Са, bp), 


М, 5, b, t, паж. D 
证 明 HAREM ECC bD, 有 


<м\( 


+ (в), 


9. 属于 zx 与 +o 之 闻 的 菜 一 点 (可 能 随 z 而 变 )。 这 时 对 n<l+7， 


тоноо D ии. 


re Др] 
故 有 
{т * ?C9) сег, во 
<> рен ss 


1-01 


ть 


Wk, ЖА = еее: в» 


l 
< b-a 
[| рр Песоа вр» 


МТ. | 1017. 
另 一 方面 ， 由 定理 24， 有 统一 的 P, EOP) 


If = рыси: Me) © (#=5), 


@(0)=o,(0, f, Са, Ь1)), i=l+t, =, n, 


If = palet + Oca; ›»& м, (2-1) 0 (=), 


也 即 有 统一 的 p, 合 得 
рем, (2%) (85°), 


р L аі (Ьа 
If = Pai <M: +t) РЕ n ) 


i=l+t 
b- 
+ (858) 
<м,а+оо(5), È ОБ 
下 
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(гут 
п 
А ие 
<м,а+0(84) о (=s) > + 
«э 
<M,G + е" (eye ë=, 


而 又 对 任何 psE (p), Т,(р,) = ps， 故 由 S 转 化 引 理 ， 有 
b-a 


-TD EM +e Q+ (ZS) ( 


b-a 
2) 
令 M =M, а +e" d+. 

注 ， 古 典 的 Taylor 展 式 的 余 项 估计 已 有 许多 结果 ， 但 是 利用 
转化 原理 与 统一 逼近 以 及 连续 模 的 概念 而 得 定理 25 的 估计 还 是 新 
的 ， 

对 于 CC[ao，b 的 ) 这 种 特 丈 情况， 定 青 25 是 定型 24 的 强化 ， 
ЕАН НИ р, 的 构造 ( 即 它 可 选 为 T,(f))， 这 
一 点 对 有 限 单元 法 的 误差 估计 及 有 关 的 问题 的 研究 是 非常 重要 
的 。 利 用 它 ， 我 们 不 只 可 得 到 一 维 线段 上 的 统一 逼近 ， 而 且 可 以 
得 到 高 维 集合 的 某 种 多 项 式 的 统一 把 近 , 并 且 能 估计 有 关 的 误差 ， 

我 们 求 考 虑 高 维 统一 逼近 的 一 种 实现 。 

我 们 记 DE Sw(Xo) 或 DES， 是 指 D 为 mm 维 空间 的 一 集合 (其 
本 身 维 数 可 能 小 于 mm 或 D 之 某 些 部 分 之 维 数 可 能 小 于 m)， 并 且 对 
任何 XED， 由 X 到 X。 之 联 线 E= 瑟 (X，Xo) 属 于 集合 D:E 三 D。 这 
样 的 D 岂 做 (相对 于 中 心 为 X。 的 广义 的 ) 星 形 集 。 

定理 26.。 设 DE Sm《(X。o),D 上 之 函数 /在 B 上 1+r 阶 导数 连续 ， 
E=ECX，X,)，X 为 DPD 中 之 任何 点 ，XED,R 为 D 之 直径 ，T,(X。) 
=T,=T (Xo DHIFX Azmi (m 元 ) Tayr ERZ P) 
Ж, n<l+r, 1, r 宇 0 为 给 定 的 整数 ， 这 时 
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If -Todt nm< ME) (E, }, Coro(B)) 


ЖНЁ>1, t=0, 1, ++, r, МЫР, E, R, n X, ZR. O 

注 ， 这 里 我 们 要 注意 的 是 Ct CE) 是 指 沿 特定 的 E 上 的 导数 
建立 的 泛 函 空间 ， 与 C"*"(D7 有 质 的 差别 ， 若 只 除 端点 X, Хо, 
E 上 之 点 均 为 D 之 内 点 ， 可 证 gE CW”(D) 导 致 9E CWI"(E)， 并 且 

Даса + ne Ст) |9 са бру, 

一 般 情 况 则 没有 这 类 关系 。 当 D 有 低 维 流 形 部 分 时 ， C4+2(D) 可 
能 没有 意义 ， 因 D 上 之 函数 对 坐标 之 偏 导数 可 能 无 法 定义 而 只 可 
能 谈 及 沿 某 些 方向 的 偏 导数 ， 但 Cr”(E) 总 是 有 意义 的 。 
. 另 一 方面 ， 知 道 了 绕 X。 转 动 的 每 一 直线 BE 上 之 方向 导数 仍然 
不 能 保证 求 出 函数 对 坐标 《一 种 过 X。 处 的 特殊 方向 ) 的 偏 导数 。 
除非 是 只 限于 在 X, 处 求 偏 导数 ， 而 且 要 求 X。 为 内 点 。 

定理 26 要 求 对 任何 EE，f EC СЕ), 这 对 j 的 要 求 加 多 了 ， 
但 是 结论 也 加 强 了 ,. 这 时 T, 对 一 切 的 巨 是 统一 的 (但 T, 与 X\ 有 关 )， 
M 对 一 切 的 B 也 可 是 统一 的 。T, 在 每 一 BE 上 扮演 相应 的 一 维 Taylor 
展 式 截 段 的 作用 。 

证 明 由 上 面 的 注释 ， 利 用 定理 25 即 得 定理 26 之 证 明 。 


系 1 在 上 定理 条 件 下 (1= 0)， 并 且 fEC(D)， 则 


Mf-Tlem<M(E) (È, у, ceo), 


-noos H oE, f, сору), 


这 里 a( È, f, CO@D))= sup (+, f, coa), 
Xa) 


Per 


Пако sup [сос O 
Esi, K) 


R2 设 D= 0р, DESMA), JEE БЫ +3 
рр, L, nG>0, E;=E(X, X), ХСР;, МжтТет.кх,р, 
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т< жт, рив, )., (Фо, 


I-Tec oep 
Riy "ti R: ү 
м) ‘он (ыы, f, сир ), 


k=l, В=0, 1, =, г, M5Di, Е, К, в, Ri 为 Di 之 
直径 ，mi 是 Di 之 最 高 维 数 。 口 

Ж. ХО 2 ВЕНА, 这 时 在 重 登 部 分 7 是 多 值 的 〈 但 
这 时 可 应 用 任 一 值 仍 有 上 述 的 估计 )， 因 此 T 在 整个 D 上 可 能 不 一 
定 连续 ， 也 即 是 不 一 定 相互 协调 的 。 即 使 Pi 之 间 不 重 登 ， 这 时 虽 
然 T 保 证 了 单 值 性 ， 但 仍 不 一 定 保证 整个 D 上 的 连续 性 。 所 以 ， 
一 般 还 不 能 够 直接 用 于 有 限 单元 法 之 类 的 逼近 问题 ， 除 非 是 取 销 
了 协调 性 〈 以 至 单 值 性 ) 要 求 的 广义 的 有 限 单元 法 。 例 如 ， 对 某 
种 裂隙 介质 力学 的 不 连续 体 可 能 有 用 。 

解决 协调 性 的 一 种 方案 就 是 利用 插值 法 ， 当 参数 〈 例 如 某 阶 
导数 在 整个 集合 D 上 的 连续 性 ) 作为 附加 条 件 来 选 定 参数 。 也 即 
协调 性 的 要 求 越 高 ， 附 加 条 件 也 越 多 ， 因 而 待定 参数 也 应 相应 增 
加 。 对 多 项 式 插值 就 反应 为 提高 次 数 ， 插 值 的 点 相对 少 些 ， 它 们 
往往 不 唯一 决定 多 项 式 ， 因 而 可 有 多 余 备用 的 待定 系数 。 

定理 26 的 Tn 的 统一 性 或 泛 对 称 表现 在 不 因 t，B 而 变 ,但 是 它 
一 般 因 中 心 Xe 而 变 ， 利 用 插值 法 还 可 转化 到 更 广 的 统一 性 ， 可 求 
得 某 种 多 项 式 是 不 因 之 中 心 而 变 的 ， 因 而 对 于 某 些 集合 就 不 只 
可 考虑 对 每 一 截 线段 E 上 | a+ o 的 意义 下 的 有 逼近， 而 且 可 
以 考虑 1-10 + f) ww 的 意义 下 的 逼近 。 也 就 是 说 ， 从 定 埋 24 起 ， 
我 们 从 一 个 泛 对 称 Яо 转化 到 另 一 个 泛 对 称 ( 统 一 逼近 ) 
而 不 断 扩展 对 称 性 〈 统 一 性 、 协 调 性 ) 。 

设 XiED， 是 一 《有 限 或 无 限 ) 点 列 。 我 们 暂时 仅 限于 考虑 
下 列 形式 的 算 子 ， 


G(j)=G X, P= > ХОС, Хә) 
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Gi(X) 为 D 上 的 某 一 类 给 定 的 函数 族 (它们 可 能 潜在 含有 某 些 机 
动 待定 的 参数 ) ,多 项 式 插值 算 子 大 都 具有 这 种 形式 ， 特 别 是 有 限 
单元 法 遇 到 的 插值 算 子 。 

定理 27。 设 PE S m (Xo), EHX, ШО 中 之 任 给 的 直线 截 
E, GODEC (BE)，fEC(D)nCcw (E), t<r, 并 且 对 PE 
CDD), ССР) = P( 即 G 对 n 次 多 项 式 是 精确 的 ),R 为 D 之 直径 ， 
则 有 

lf еее в M(E) о, (Ë, f, се G) 


+(@)' a (Е, #, ce Фо ес» h 


ME, В, Х., t, пж, #>1. D 
证 明 。 因 为 对 任何 9g,，g: EC(D)， 有 


|G(g,)- G(g,) |с æ < |g i = 9 1 д 之 IG: соз, 


А117 = їс», |+ = [сео ce， 应 用 定理 26《 包 括 系 1 的 第 
一 部 分 ), 并 应 用 S 转 化 引 理 即 得 本 定理 的 证 明 。 
#1. #feco(D), G;ECWD)， 则 


17-61 æ <M (Ë) о, (E, fee )) 


< 全 зе h 


M'E, В, Х,, t, ПХ, k>1. D 

注 ， 我 们 知道 ， 如 果 知 道 了 17- ССР [ссе ee 的 估计 ， 即 使 
对 许多 E 成 立 ， 以 至 对 许多 星 形 中 心 成 立 ， 也 不 是 永远 能 估计 |f 
=GP) leew ww 的。 因此 我 们 得 进一步 研究 一 些 问题 矛盾 的 特殊 
tE. 

当 D 之 内 域 (D 之 内 点 之 集合 ) 的 闭 包 等 于 或 包含 D 本 身 时 , 简 
称 D 为 拟 凸 集 或 具 拟 凸 性 质 。 在 一 般 有 限 单 元 法 中 的 单元 大 都 是 
具有 拟 凸 性 质 的 ， 利 用 拟 凸 集 的 概念 就 可 较 顺 利 地 对 一 些 逼 近 进 
行 转化 。 
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定理 28。 若 D 为 m 维 拟 凸 集 ，R 为 其 直径 ，fE CD)，G;E 
C® (D), іт, WJ 


lf -Glen m <M (E) (Е, ср) 
х{1+ E) > Gilen о» Ь 


k>1, Mt SR, п, 163, D 

证 明 。 对 于 任何 D 的 内 点 Xx。， 作 过 X, 的 直线 与 D 相 重 ， 并 含 
有 XXX, 的 线段 E， 对 五 直接 应 用 定理 25， 定 理 26， 象 定理 27 一 样 证 
明 ， 可 得 估计 


17-60 в «м (2Y "e (Ë „Л, cD) 
xfi ($) ве ot. 
特别 当 E 与 坐标 轴 平 行 时 是 成 立 的 ， 因 此 在 点 X。 上 
I-CD os <M (B) о (Ё, f, серу) 
x{1+ (Ë) Z oda o | 


итЕҗинеиа X RE 故 易 证 定理 中 之 结论 。 
注 . 1) 定理 27, 定 理 28 中 的 之 IG;|e о, DlGile p 


只 能 针对 具体 情况 进行 估计 ， 对 一 般 有 限 单元 法 的 情况 ， 当 DE 
Sah, ORF, EER 


ZlGile о <M" Oh)™s, (5) 
M "与 hp，9， 了 无关。 这 种 条 件 简称 为 ( 忆 ) 条 件 。 
2) 更 一 般 的 条 件 是 
ZlGile ww SIO,h, t). (р 


以 后 应 用 (Z) 的 命题 都 可 推广 成 用 (2 的 形式 ， 叙 述 从 略 。 
ЖІ. 设 (Z) 条 件 成 立 ， 在 定理 27 的 条 件 下 ， 对 fecC' (р) 
有 
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-EHe а <M(E) о, (2, f, сә) 


{1+ GE) Ь 
在 定理 28 的 条 件 下 则 有 
1 - бе <м(Е) (E, fe) 
RV 
HG Ь 
Мі, В, п, 0,h,DRÆ. O 
注 ， 特 别 当 Rn<M:<co，M, 为 某 常数 时 , 上 二 式 分 别 可 改 
成 


М- ее в <M(Ë) ( 


в, (К „1, С“ CD)) ， 
17-6 leom ME) (29) в (Е,Г, ср). 


而 当 9>6u> 0，6, 为 常量 时 ， 上 二 式 分 别 简化 成 
М- Чек m <M(R) (E, feo), 
n n 


17-6010 o <M(Ë) a(R, f, coD). 

有 了 定理 27、 定 理 28， 就 容易 处 理 分 区 逼近 的 类 似 问题 。 束 
个 论证 是 平行 的 ， 这 时 D= 【Di， 对 每 一 D; 建立 上 面 的 定理 ， 
相应 的 GCf)，1，r，R，n，S wm 《X。)，E，C'"(D)，6，h, 写 成 
IGC), ti, т, Ris, ni, Sm (Xo), Е, С" (DD, 0;, №, 
арар. ПАРЕ, 07900), D. = о, RIE 
定 D; 间 适当 划分 ， 并 设 'G( 人 ) 潜 含 的 参数 足够 多 (例如 ni; 足够 大 》 


使 得 它们 之 间 充 分 协调 ， 能 定义 一 HCf)， 在 Di 中 与 'GCf) 相等 ， 
在 整个 D 上 有 定 值 〈 即 在 Di 相 重 的 地 方 'GCf) 应 相等 ), 并 且 HCf) 


*129 + 


ЄС'?(р/), ТОЖЕ. D! шщ HAKR HR, t m 1J 
调 指数 。 另 外 我 们 设 JE Ce (Di) 在 D 上 定义 ， 条 件 (2) 成 立 ， 并 
且 对 PE <, 2, ЕР; EHO) =p. 

这 里 所 述 的 条 件 总 称 为 条 件 (4)。 我 们 通常 处 理 的 问题 大 都 
满足 条 件 (A) 或 类 似 的 条 件 。 例 如 平面 三 角形 前 分 中 ， 节 点 插值 
只 能 决定 三 个 参数 ， 而 当 插 值 多 项 式 之 级 大 于 1 时 就 有 多 余 的 参 
数 (多 项 式 系数 ) ,它们 可 在 对 整体 的 连续 性 或 一 定 阶 的 导数 的 连 
续 性 这 些 协调 条 件 约 制 下 来 待定 。 对 于 级 为 1 时 ,可 证 明 捅 值 是 保 
证 整体 的 连续 性 的 。 对 高 维 的 划 界 为 平 直 超 平面 的 多 面体 前 分 ， 
用 节点 作 插 补 也 容易 作 这 类 处 理 。 

Жо. ИЖ, Шри, WA EC. 
D’) 


и-н се on <M’sup( RL) 
inj 


R; f Rj 
h: (Ga) | в. 
REM’ St, т» В, 0, hj, 无 关 ， 
006) =0,0, f, С“). D 
E D RAAR hh, n>n 020, ғун 


I -Ele о <m (Ë) 让 0 (E), 


@(0) = прод, f, COD). 
2) 在 [22] 的 附录 中 证 明了 一 个 很 细致 的 结果 , 它 是 说 对 m 维 
的 方形 网 格 区 ，f EC'"(D)， 则 可 定义 一 在 格 点 上 的 函数 , 它 
在 网 格 点 上 与 /相同 ， 并 且 由 了 能 产生 一 函数 fhl € C <), 1> 
r, 用 [22] 中 的 符号 
fa= LL, eL f, 
使 得 Асо оу ЗС Ле y, 
这 里 CC1) 为 常数 ，h 为 超 方 体 的 边 长 。 
实际 上 ， 作 者 自己 并 未 悟 出 ， 这 里 的 fu 从 文中 的 构造 来 看 ， 
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正 是 某 一 分 区 多 项 式 ， 而 总 体 又 属于 CCD) ,这 正 是 一 科 高 维 的 
Spline。 129 ЕН, АЖИ ЕНДА 
ЖТ. 但 是 [22] 的 结果 岂 给 我 们 从 另外 的 角度 提供 了 处 理 协调 性 
的 例子 。 

D 从 定理 29 来 看 ， 对 连续 性 较 好 的 区 域 D/， 以 及 分 割 较 细 
RD (相应 用 h 较 小 来 刻 划 ) ,HCf) 对 /的 逼近 就 较 好 些 。 而 当 连 
续 性 馈 差 时 ， 为 了 一 定 精度 要 求 ,应 使 相应 局 部 集合 了 /分 割 较 细 
Qn 较 小 ) 来 代 偿 。 反映 在 有 限 单元 法 上 ， 对 上 应力、 应 变 或 位 秽 梯 
度 较 大 的 地 方 《 例 如 应 力 集中 附近 ) ,分 划 要 密 一 些 ， 这 种 做 法 是 
很 正确 的 。 现 在 的 理论 分 析 与 通常 的 直观 想法 以 及 从 力学 原型 来 
解释 是 相符 的 。 对 连续 性 较 差 的 地 方 自 然 也 可 提高 相应 的 多 项 式 
的 级 来 作 另 一 种 补偿 。 

МИ а p puya mh 
R Сетот) ,也 可 得 到 类 似 的 结果 ， 这 时 从 赂 。 

ПНВ тенги 一 个 特殊 问题 。 

对 于 一 维 的 样 条 函数 逼近 ，S(h,9) 自然 没有 意义 ， 但 是 整 
个 定理 29 处 理 的 方式 〈 从 定理 27 或 从 定理 24， 定 理 25 起 ) 可 以 借 

当然 一 维 的 Spline 还 有 一 些 自己 的 特点 ,而 且 在 误差 估计 中 
曾 有 一 个 长 久未 解决 的 猜测 cl8)。 作 为 定理 29 的 补充 与 旁 例 ,我 们 
较 详 细 一 点 来 讨论 它 ， 并 作 初 步 推广 ， 同 时 指出 悬而未决 的 问题 
的 解决 。 

这 时 D=[a, 63, D, 之 间 至 多 只 有 一 点 相 重 。 一 种 广义 的 
Spline НОС HHE , ууа рК ЖЕ НО) EWP’), 
对 pE (P, >, OD, Жр. ЕНОФ) =р, 

条 件 НЕМ 是 一 种 推广 的 总 体 性 的 协调 要 求 ， 而 
HO) = 了 可 以 以 如 下 的 方式 洲 达 到 ， 

在 Di 中 有 m +1 个 点 Tis，S=1,… ni + 1 

НО}, Li) = }(х) Ce) 
XTARA H Spline, sRAW A, ФАН, рт. 
ЖОНО ЭДЕР; EAEE- Купот ER, КИК 
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žin 一 zi 作为 保证 总 体 D 或 D' 上 协调 性 的 参数 。 自 然 也 可 以 用 其 
它 潜在 参数 。 

(*) 还 可 作 其 它 推广 ， 例 如 可 改 为 

HONS, u) = f OPCE) 

为 了 论述 简便 计 , 我 们 下 面 只 限于 以 达到 Spline 理论 的 误差 
猜测 的 解决 为 目标 ， 而 这 里 的 方法 可 以 用 于 更 广泛 的 问题 。 

定理 29"。 设 EC'"([o，6b])，[a，5b] 分 割 成 区 间 Di = ГХ;, 
Хз], Га, b= (Di, Spline НОЖА АС), т=п, m= 


n, 并且 НО ECXC[a，6])， 有 CD) ECGCLa，6]),Di 之 长 oh 
<В, а> (0 为 常数 ， 则 有 误差 估计 
IF- Hle as sn Kh oh), 
000) =0,00, f, CCCa, bD), t<r, 
к»%®. D 
ЖЕ. SFHCO Ca, bJ)Z+TJk, g€ F# 
90.) = f CE), 
逐次 用 Rolle 定理 于 9g- H), УИ 
[9-Н (g)||caa.t5 И я eunn 
(n +1)1 
(类 似 的 证 法 参看 (182 定理 2.3.3 之 证 明 ， 注 意 这 里 Hz+D(g) = 
0), 
因此 有 
АН (ду lleian < 9 ска льь + [9 = НС ска, 


E otin +n, Gro 
< |9[сив + 一 lg™* саг. 
(n +1)1 


利用 Марков 不 等 式 于 分 段 多 项 式 ， 有 


|H соо < {loloa 


атр 
tc +1)1 
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о" оь }, 


这 里 用 到 条 件 jz> ой. 
另 一 方面 ， 由 定理 24， 有 PE (Pa) Фр, 使 得 


f-—pllca a <C, (Ë) "о (Ë), 


r-7-1 


-pllet цель <c,(Ë) © (Ë), 
If- ple ua вэб» (Ho (z), 


п 
REJE = elean 


A c Е АК откірт+і, 25 
9 = а" {паса + E g Tees 


WEIHE 1+ 1417, AASHEIM, Ж 
М-Н ео, (в (Ë) 


+S |o, (a) (D) 


n n 
c д7 +1 рна й\'-"-! h 
+b б) ° С 
<Kh'alh), 
定理 证 毕 。 


Æ: D 这 方法 可 用 于 态 ， 瑟 是 变动 的 和 对 一 般 D' 上 的 估计 ， 
并 还 可 用 于 更 广义 的 Spline 逼近 ， 且 某 些 条 件 还 可 放宽 改善 , Я 
不 过 论述 更 烦琐 一 些 ， 这 里 从 略 。 
2) 在 已 有 的 工作 中 ， 对 六 = 3，r = 4 证 到 
М-Н]. КВА", 
t=0,1,--4, 
对 一 般 m =2d， 只 证 到 
М-Н соке y КИН, 
= 0,1,5, 24-1. 
ЛЕГУ ВИЕ 
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1-не|со оК", 
但 只 对 某 些 情况 证 得 ,而 对 一 般 情况 并 未 得 证 实 .定理 29* 比 原 希 
望 的 结果 更 好 ， 而 对 多 维 的 情况 ， 我 们 还 有 定理 29 的 一 般 形式 。 


5.4。 上 节 建 立 的 分 区 多 项 式 HCf) 一 般 还 不 是 通常 有 限 单元 
法 所 得 的 解 ， 而 其 特点 更 近 于 传统 的 Spline。 基 于 变 分 原理 的 有 
限 单 元 法 往往 是 在 某 W5 nCD) 或 W5 (D) 中 的 最 优 逼近 ， 是 对 定 
解 条 件 进 行 揪 信 分 片 多 项 式 对 解 询 中 什 通 近 ， 

ме =MÇ/, NEn, Yn, Фо ПС) 
或 м =MG, ИНФ, 


这 里 HCD E (Р, Da, DD CCD) 并 对 /之 方程 的 定 解 条 件 CHIN 
之 某 一 部 分 ) 是 进行 播 补 而 成 的 广义 的 Spline (这 种 Spline 的 
必用 来 确定 对 /的 最 优 逼近 性 )， 转 化 广 =M( 户 或 Г-Н 
就 是 有 限 化 模拟 ，M(f)，H(Cf) 的 参量 是 有 限 的， 而 对 f 一 般 是 无 
限 的 ，t 是 协调 指数 。 为 了 方便 ， 我 们 只 考 虚 范 数 lelo X 
li 的 处 理 是 类 似 的 ， 而 且 可 以 通过 H Cf) 之 插值 技巧 来 处 
ямо =MCf，|D1) 表 类 U 在 范 数 | | 意义 下 对 f 的 最 优 逼近 元 
之 一 )。 
由 于 M(1) 之 极 值 性 ， 显 然 ， 若 有 
РЄ (Р,)„,(Фә ПС) 
它 满足 插 什 要求 〈 即 能 航 拟 之 定 解 条 件 )， 使 得 
If- рое, 
则 必 lf -MD leon <e, 
用 分 区 多 项 式 来 下 近 的 优点 之 一 在 于 它 在 模拟 定 解 条 件 时 是 
比较 灵活 的 。 
利用 定理 29 可 直接 得 
定理 29**。 在 定理 29 的 条 件 下 ， 取 D 人 为 D,t =1, Кеп, 
ni =n, 02020, WA 
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Wf -Mh =o] (1) (J) о (2, стэ). D 


oh 
利用 嵌入 定理 可 得 
定理 29***。 在 上 述 条 件 下 ， 当 1<р<р/'<оо, V< 
-т (1.- 1 
т (2 去 ) 时 


Wf -MD руль 0108) (-&_)',(®,/,с‹‹р›)} 


RAMa =1~ 也 -一 1 之 0 时 
1-м ссе = 04 (№) (J) а", стэ). n 
Ж. D 在 实用 中 ，n 往往 是 有 界 的 ， 即 不 随 h->0 而 上 升 于 
+ece， 故 前 面 的 估计 式 右 方 可 简化 为 
oft oh, f,c D} 


当 6 下 确 界 大 于 零 时 则 简化 为 
О{вһ-'ш,(һ,/,С‹? руу} 


2) 当 0>0,>0, ECP), =t- -1>0, 则 当 h->0 时 


M(f) 一 致 收敛 于 f， 级 为 h"@,(h,f,C'"(D))。 但 是 这 里 a 之 0 是 
一 个 很 苛刻 的 条 件 。 例 如 平面 弹性 力 堂 问题 中 , 1=1，m=2， 
7 =2, 上 述 条 件 就 不 满足 ,这 时 只 能 有 定理 29**, 定理 29*** 的 中 值 
估计 ， 而 有 限 单元 法 近似 解 是 否 在 普 遂 意义 下 收敛 于 真 解 ( 这 是 
经 常 较 关心 的 问题 还 是 未 知 的 。 

但 是 应 用 5.1 一 5.3 的 结果 与 M 转 化 引 理 可 以 得 到 

定理 30。 在 定理 29 的 条 件 下 ， 设 ni 宇 1,7j 宇 5,01(0) =ф,(д,/, 


сир), a= +2m (т), À =тах(0, 5—1), 8, = 入 十 


сту + D-4) q>p>1, W 
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Ij- МО "an= оар УРЕ +) IG я) 
+(> ӨР). i * ы) ] 
К; 
хо (=). D 
证 明 。 因 为 由 定理 29， 存 在 着 统一 的 PE CPD. CD ССР) 
Мікро =) [1+ (#8) ] 
xe (т „/,С" пор) 
If- ра орну" [i+ т ) 7 


ха (5, С" ора) )} 


同时 对 任何 Є (РР. енн 
ноо 2 gap о» 
мнит, 
Ë, МР’, У (еру) ttt, 


在 估计 hh~>0 时 的 趋势 可 能 会 困难 些 , 但 我 们 可 以 在 某 点 邻 域内 只 
考虑 有 限 个 ij。 另 一 种 方法 就 是 研究 实际 最 感 兴 趣 的 Ws"(D》( 即 
CD)) 的 情况 ， 这 样 每 次 只 选 一 个 单元 来 估计 而 后 取 某 上 界 即 
可 ， 这 就 是 下 面 的 定理 。 

定理 30*， 在 定理 条 件 下 (9 = co)， 则 


If- MP loon = Ofso (Ft “а (е) Р (м) 


+ (5 вирт НЯ ў т) зар( =) 
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[h G РӘ п 
#1. 4 ECOD), Ri—hi<h, 0,20, т=п, m =m, 
时 ， 有 
М-м = o| (E) Bo (831, 


n п 
ЭХ H a=min(r-s,r-l-a), b=max(s,B+1), а=2\+2т/р, 
В=%+(1+т)/р, K=max(0,s— D, ©(ду =@,(0,[, С“ Ору), 
“<+( 协 调 指数 )。 特 别 当 n<n。，0>0o 时 
lf -MP [ее = O(h°o(h)) 
g=min(r—s,r—1-a), D 


系 2。 在 上 述 条 件 下 ， щт-1--®>оң, то, мер 


ВСК /， 特 别 是 对 于 平面 弹性 力学 问题 (m =p= 2，1= 1)， 
当 了 三 阶 连续 可 微 时 ， 有 限 单元 法 是 一 致 收敛 的 。 对 于 空间 问题 
(=3，D=2，1=1)， 则 要 求 /为 四 阶 连续 可 征 。 口 

注 ，1) 若 更 高 阶 导数 存在 ，fe С°), 对 平面 问题 还 会 有 


h: 
М - Мень = o| ool, 
o=min(r—s, г- шах(0,5-1)-3), 


Л =max(s, max(0, s— 2+5). 


自然 对 s>0， 协 调 指数 + 之 s>0, ИАА 
非 线 性 的 ， 级 数 足够 高 。 对 空间 问题 也 有 类 似 结论 。 

2) 在 估计 式 中 用 到 f 的 某 种 连续 模 ， 照 说 既是 未 知 待 求 的 ， 
它 的 连续 模 也 是 未 知 的 。 但是， 实际 情况 并 不 完全 是 这 样 。 许 多 
关于 数学 物理 方程 的 先 验 估计 工作 恰恰 提供 了 这 方面 的 素材 ， 方 
程 的 解 的 连续 性 、 可 微 性 及 范 数 可 直接 通过 方程 式 的 系数 、 自 由 
项 及 定 解 条 件 的 相应 性 质 来 估计 ， 而 不 必 事 先 求 出 方程 的 解 。 

常用 的 有 限 单元 法 是 基于 变 分 原理 的 Ritz 方 法 。 不 同 于 其 它 
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Ritz 方法 是 这 里 用 到 分 区 多 项 式 作 为 坐标 函数 ， 它 对 复杂 的 边界 
及 定 解 条 件 的 有 限 化 模拟 提供 了 更 多 的 灵活 注 ， 因 而 比 一 般 差 分 
方法 优越 。 但 是 这 要 求 相应 的 数学 物理 或 力学 问题 有 明显 的 特定 
形式 的 变 分 原理 ， 而 这 并 不 是 普遍 都 有 的 。 还 有 一 种 情况 是 即使 
有 变 分 原理 而 不 便 用 它 ， 例 如 用 它 来 形成 的 有 限 单 元 法 要 较 高 的 
多 项 式 ， 这 样 计算 形式 与 计算 量 都 会 繁多 起 来 ,因而 人 们 就 用 “ 增 
维 降级 ”的 方法 ,使 之 转化 成 更 高 维 的 低级 多 项 式 或 线性 的 问题 ， 
这 时 原来 的 变 分 原理 就 难于 用 上 了 。 这 样 ，Ritz 方 法 的 传统 形式 
不 好 用 了 ， 人 们 就 尝试 改造 有 限 单元 法 为 基于 虚 功 原理 的 
Галёркин 法 ， 在 力学 的 有 限 单元 法 中 的 所 谓 混 合 模型 就 是 这 伴 一 
种 方法 。 这 种 程式 收 不 收敛 呢 ? 误差 估计 怎样 ? 这 自然 成 为 重要 
的 问题 。 

在 第 一 章 中 我 们 提供 的 一 种 G 转 化 引 理 的 形式 是 Мнхлин Ж 
于 TarepkHH 法 收敛 判定 定理 的 精密 化 ， 它 指出 

(А, +K)u = f 

型 的 泛 函 方程 在 4。 为 正定 ，AT7IK 对 能 量 范 数 | 为 全 连续 等 
条 件 下 ， 其 Tanëpkun 近 仆 解 之 误差 与 最 优 逼 近 的 误差 是 同 级 的 
(都 指 在 能 量 范 数 | оло ТО. 因此 所 有 本 文中 关于 直接 定理 
及 转化 定理 之 结果 都 可 以 用 来 估计 这 类 Галёркин 近似 解 的 收敛 
性 ， 包 括 相 应 建立 的 推广 的 有 限 单元 法 。 而 且 对 一 些 方程 ASK 
的 全 连续 性 条 件 第 一 章 中 有 一 些 引 理 与 例子 可 用 ， 详 细 陈述 这 里 
从 上 略 。 

上 述 方法 也 可 用 来 对 固有 值 的 逼近 研究 ， 结 果 也 是 类 似 的 。 
在 第 一 章 中 另外 一 种 估计 固有 值 过 似 解 误差 的 方法 是 所 谓 G 转化 
引 理 ， 它 却 是 用 Ritz 方法 来 进行 的 。 条 件 有 些 不 同 ， 但 误差 级 仍 
不 超过 解 的 景 优 允 近 度 (也 是 在 能 量 范 数 意 义 下 )。 因 此 ,也 可 用 
本 文 的 结果 来 处 理 ， 竺 别 是 利用 分 区 多 项 式 逼 近 形成 的 有 关 的 有 
限 单元 法 ， 其 误差 级 可 列 出 较 明 显 的 形式 ， 细 节 从 咯 。 

从 有 限 化 模拟 这 种 观点 来 研究 有 限 单元 法 还 可 有 许多 具体 途 
径 ， 预 计 其 它 转化 引 理 也 可 能 成 为 一 种 方案 。 另 外， 从 实际 问题 
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提出 的 有 限 单元 法 的 新 闻 题 是 很 多 的 ， 例 如 不 连续 体 
学 与 非 线性 力学 中 ， 要 研究 节理 单元 的 各 种 模型 ， 要 计 : 
程序 ， 对 于 具 问 断 系 数 的 方程 ， 其 正定 性 、( 变 型 的 ) 全 连续 性 、 
变 分 原理 及 有 限 单 元 法 的 处 理 部 是 未 完全 解决 的 ， 这 中 间 有 许多 
重要 的 研究 课题 。 


5.5。 记 От’ ат’ <m) 是 超 平面 Zm41= const, +=, Zn 一 
const, 和 DD 祝 成 的 集合 ,车 所 有 DIm’]ESnm(《r1,01), 而 DES。(ro， 
0o), BEDE Smm (32 。 记 (Pro 为 多 项 式 族 卫 GinwCzwyriy 
а) етт (0<i;<n), 

ЯЛЛА Ар HE 

定理 31。 设 DE Spm (358), р.Є(Р,) и AWP OD), 1<p< 
оо, ДХ]р<а< оо, 0<Rk<14f 


рась су SCr psy sn о» 


а= тох [© 2(5--1+8)(1-2)], Ср. пе». D 


ЕЯ. 24а = 0], КЛА ИОК Е. 020 Ы, m> 
Q- 9р, W ü р, Z Е М Г ХА М рр, GR op.) € 
L'(D[m”J), FE. 

IDPP, ltron C: {р„|| КАКЕ 
这 里 PEm 汪 为 任何 规制 ，C: W Po Dml 20 5, г=т/р/[т- 
=- А)р), WIE 


Орсон соп8. и? р! wPo» 
这 里 5=2( -1+ k), 故 有 

рр, |су <const.n|p,|| wP» 

Ip% pa- > 

ID p, peconstns pro у. 


, 
经 简单 处 理 即 得 定理 的 证 明 。 
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注 ， 经 详细 的 处 理 可 找 出 常数 C Б ro Oos тү, 0,, т’ 
关系 。 
由 定理 31 也 可 引出 有 关 的 转化 定理 与 反 定 理 。 


53.6。 在 WS(D) 中 引入 内 积 
Cf,9) = Ч, = [7-94 + х | DPD? gdo, 

ША сал + + in RHEA, ХР FJ 
的 和 数 排列 不 作 规定 ， 这 样 正规 正 交 化 得 一直 交 多 项 式 序列 
{U,CX)}, (0,,0,) = 67. 

记 d(p,) 是 多 项 式 中 项 的 指数 和 的 最 大 数 ， 则 {U,} 是 按 d(CU,) 
的 大 小 来 排列 的 , 一 般 4(U,) 并 不 等 于 n。 这 时 对 f EWO 
В Еоогіег К ~ У а,0,СХ), а, =а, С) = <1,Ч,). 

一 般 说 {DU} 在 W5?CD) 中 不 是 封闭 的 . 但 是 在 一 些 特定 的 条 
件 下 ， 封 闭 方程 式 是 成 立 的 。 例 如 D 的 边界 满足 局 部 Lipschitz 
条 件 时 ， 对 任何 fE Wi 2CD)， 封 闭 方程 可 证 成 立 ! 有 时 即使 边 
界 不 很 正规 ,只 要 函数 充分 光滑 ， 相 应 的 封闭 方程 仍然 是 成 立 的 。 

对 于 f 可 以 造 一 新 的 直 交 多 项 式 系 {W,(f)} 


кр =. уу У чо, 
в 4 


ТЕ 


CCD=( È «фам». 
400 зт 


3: C,Q) =0, Иж Ж „С 0. ЖЯ f ECW, ф 
和 部 分 和 Su(PD = Š GOMA, HB S,CD = MÇ, | (Фә, 
Wo)， 利 用 5.3 的 结果 和 转化 引 理 P 和 M， 可 求 各 种 估计 | 
-SA у ВОВА. 类似 2.3 的 论证 ， 则 可 以 得 到 下 


列 诸 定理 。 
定理 32。 WDEC, FEW HOD), (0, f, уу? 
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“CD)) =OCG0°9D, M| 81<s<3, r+a-1-m( -- )>08, 5, 


(>f, 25-5 f, РЕЛ. D 
定理 33。 ШрЄС, fecC'UICD),h(t)ico,t/h(t)=0(1), 
Je аъ», ane By || Bt авео, 


则 Stn (Р-Р D Saan (D: f, 在 D 上 几乎 处 处 成 立 。 О 
定理 34。 若 下 面条 件 之 一 成 立 : 
D 同 定 理 32 之 条 件 ， 
2) DECH, єс"), e>0, 
faH, љето) asen 


“Clgt)/tdt<o0, 
W 50/97, р‹98,0 р 按 任何 排 次 序 在 D 上 几乎 处 处 收 
@. 0 
定理 35。 #DECH, ДЕ СР» 


fI о.(2, Рс" бу) | аввр/сивра <ç, 则 


EC AW A, яр, АЕ СС,А), А0, Ж 
ж. 0 
定理 36。 DECH, fEWPHO (D), 1<s<2, h(t)t 


оо, 1/һ(ї) =0(1),1<р<2, а=т+а-т(4---4.)-1, 


ua di <co， 


WE [Cann С 1 оо, XFp<q<cojR3r, 特别 对 p=1 时 ， 上 条 
FFR 


У би Wann AKo, 


.. 


> [Caan PD I а (fy <° 


*-1 
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几乎 处 处 成 立 。 口 
定理 37。 DEG, f€Ct' (D), j>l, Мі) оо, С) 
=0(1), 1<р<2, а=ј-1, 


Пр 


WE [Cran (站 1?<co 对 p<g<co 成 立 。 口 
注 ， 对 p=1， 定 理 37 有 定理 36 相 应 的 结论 。 
$6. 依 权 逼近 ( 续 ) 方程 近似 解 МЭ ОНТ 


6.1。 对 于 带 权 的 多 项 式 有 下 面前 定理 ， 
定理 38。 1 рЄХ:(В), р„Є (р), WA 


{В*р,|с›<С,п#'-®|Вр„| с, , O 
| 之 er [Сис , (2) 
[epel СВР. co» 7 


这 里 ">>X， 均 为 非 负 整数 ，C:，C:，Cs 和 pw， пж. DÚ 

我 们 先 来 证 明定 理 在 一 维 情况 下 的 一 个 变型 。 

ЗІЗ. 设 pCz)EC [а,Ь], № 4,b 外 不 等 于 零 ， 于 零 点 外 
《7) 志 0， 则 对 Pa E (p) 有 


{Ф*р.Ї|с‹..ь «С, тр, | сен. ss (4) 
d | 

[тә |... <C,n° фер, [ссазь ， G) 
Й а C 2 r- II 

wq Pr fora SE” [Ф'Р„\сг. з › 6) 


Жш r>), БАЗЕ, С, С, С.р, пж. D 
证 明 。 实 际 上 ， 只 要 对 r= 入 +1 证 明 即 可 。 我们 将 用 归纳 法 
证 明 。 
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入 = 0 时 ， 即 Xappuk 的 结果 在 一 维 空 问 的 结论 (参看 [12])， 
只 不 过 在 那里 p(a) = р) = 0， 此 外 wCz) 头 0， 但 是 其 证 法 这 里 
可 用 (也 可 参看 下 面 的 论证 方法 )。 

现 设 入 = 和 时 对 任何 满足 相应 条 件 的 4,86,9 引 理 已 证 .我们 
要 证 明 它 在 入 = 入 o+1 时 也 成 立 。 

先 来 证 明 (4) 式 。 显然 ， 只 要 证 明 对 任何 zE[c, 的 存在 一 邻 
域 N,， 使 得 

| + Palon nta, sn Cmn? pt р [сев C7) 

Стр, п 无 关 ， 则 命题 (4) 成 立 ， 因 为 只 要 应 用 (一 个 修改 的 》 
复 盖 定理 就 可 完成 (4) 式 的 证 明 。 

显然 ， 只 要 对 z 为 a 和 刀 时 证 明 (7) 式 即 可 。 例 如 设 z= a. 这 
时 不 妨 设 pCa) = 0， 因 为 在 相反 的 情况 下 ，(7) 式 是 显然 成 立 的 。 
Ж 9’( +0, Ма 在 [c, 扫 中 之 足够 小 的 邻 M, 中 ， 或 者 
9(z)>0， 或 者 p(z)<0。 例 如 ， 为 了 叙述 方便 ， 我 们 可 规定 Me 
中 之 点 满足 关系 ; 

zE (oa+ o), |$'<2)| >12’. 

作 函 数 R(z) = (х-а)ф*'*1р,, MJ R(z) 为 带 权 o + 的 z 之 
n+1 次 多 项 式 ， 

Б H pa) = ф/(а+0[=-а])(=-а), 0<0<1, тЄМ„, 所 
以 对 z€ M, 


д, +2 b , | 2 
ІЕС) | <|Ф | /min Ilo DIST 


e p” t Palcca;si ， (8) 
这 里 M, 为 M, 之 封包 。 另 一 方面 


ажар = RG) 工 i: T 
Ф Di ao. ЧЕК tC a)Jdt 


=f R'[a+t(z— а) а, 
° 


所 以 有 ， 对 z€ M, 
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|@t'*ip,| <max R’) j (2ЕГа,а+2]). (9) 
因为 (5) 对 r= 入 o+1 各 区间 [a,a+eJ 是 成 立 的 (这 是 归 纳 法 
的 假设 ， 这 时 的 5 为 a+e)， 把 它 用 于 RC(r)， 则 由 (9) 式 可 得 
1P% Pa) «С.п IRE) llera, asns TEM, 
这 里 CH p,, пж. 
由 (8) 式 即 得 
| Фр, сы, y «С° p+? Pallcra:bi э 
这 时 就 不 难 找到 所 需 的 N。 了。 
于 是 (4) 式 当 和 = 入。+1 时 已 得 证 。 现 在 证 (5) 式 , 即 r= 和 +1 


= 和 +2 时 之 结果 
由 于 9E CE А 故 存在 QE (р), ER 
{Ф—О„|\с:«.›; <=, 
const 

| e-o leri RARO 

这 时 有 
Г аза 
l[o О„)Ф p, ОЕ 
<р) е p" тә! — иет р. 
T Cta, bl n АСА 2! 


=cconst.n|p)'t2 р, |с...» 


d + а, 
©?" 9,2. |... <const, п? |ф***1О„р, [ста:ьз 


=çconst.n2 (p 2р, |с, ву + |CP- О„)Ф"*!р„[|сгә; 
<const.n | фр, р,» 


这 样 就 可 证 明 (5) 式 。 另 外 ， 
F Б]... =[ = |... 
+ |е) РЕ <const.n’ | ф'р, |с: „ьо 


这 就 是 (6) 式 。 引 理 证 毕 。 
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现在 我 们 可 以 来 证 明定 理 38 了 。 实际 上 它 的 证 明和 引 理 的 相 
只 不 过 中 间 需 要 用 到 引 理 的 结论 
定理 38 的 证 明 只 要 对 r= 入 + 1 的 情况 证 明 即 可 . 用 归 纳 法 
证 。 当 入 = 0 时 ， 这 是 Xappuk 的 结果 。 设 入 = 入 o 时 定理 是 成 立 
的 ， 现 证 和 = 和 ho+1 时 也 成 立 。 

只 要 证 明 ， 对 任何 XE 万， 存在 一 邻 域 Nx 使 得 

18" 1р, са, прэ Sconst. n? |B 2р, | соу 

即 可 。 显 然 ， 只 要 对 了 之 边界 卫 之 点 来 证 明 这 不 等 式 就 行 了 。 

设 XoET， 因 VBCXo) 六 0， 故 有 Ejo ИМ =т, 4849 


50 во. Ш, ШЕЕ, ВОХ) = 0 存在 X, = 


(29, НИЯ Н 

т РС, i Z l i), TY 26010 + 26, 

isem, хї=}(х%,++,х%_,), 
这 时 X, £ D Z 内 域 D 中 足够 小 的 邻 域 Mx ЖЕ 1Й >f CEs, 
ева), RAWEA EEn). ВД, 为 了 论述 方便 ， 
我 们 规定 Mx, 之 点 满足 


т} -ё<їш,<л} +e, т; f -e<=z,<f; 


m 


| 5 воо |> 


сво |. 


WRR R En) = (f х„)В"*1р„‚ CER F z, BJ Р R puti 
的 n+1 次 多 项 式 。 因 为 
ВХ) = В: (ато Lmt OLS (т Р), 
0<0<1, ХЕМх» 
ВО „Е [f-e, ПН 


|К(т„)|<|В"*°®р„|/їһў |В. | 
хему, 


<" Р , 
另 一 方面 
“145。 


ЕЕ Г вру -tf -eds 


= Rt -dt, 
0 


所 以 
1B8 рн <max IR”(z,)|, X€ Mx, > 
这 时 利用 引 理 的 结论 ， 把 zl,…，z--i: 固 定 ， 就 有 
18° 1р,|са xp Sconst n? |В" *p.lco › 
这 样 就 证 明了 (1)( 式 )。(2),(3) 式 和 引 理 的 相应 结论 的 证 明 是 相 
似 的 .定理 38 证 毕 。 
由 定理 38 容 易 证 得 
定理 39。 设 D,B(X) 满 足 定理 38 的 条 件 ， 则 
87,12. <?" GTP IBP, lero» 
这 里 7 ОЕЕО, 0<p<4=<ço, Cp, паж. П 
定理 40。 ШО, ВООЕС СРЕЗ, M 


[|В'р„|\1,*‹››<Стё|\В'р „|| DCD)? 


Ж а= тах[0,2( 1) (1-2. ] 1<р<а<о, Зи = ont if 
0<р<а<со, СБр,, nR. D 

定理 41。 车 D，BCX) EC523CD ) 满 足 定 理 38 的 条 件 , 则 有 

ID BD Vp ew LCR B Pal uo , 

ЖИ s= maxGi,1), гт>^>0, г, А у, p>1, b=2G+R+r 
-A> + таж [6.2 (2-1) | i= ов, 对 p>008)R3r, c Би, 
PZR. 0 

用 定理 6 和 定理 24，24" 的 证 法 可 得 。 

定理 42。 设 DEzx'(B) 满 足 定理 38 的 条 件 ，fE WS) (D) ,所 
有 DOB 在 边界 满足 Lipschitz 条 件 ， 这 时 有 不 因 i、，0<i<j, Ш 
变 的 p。E (p。)。 使 得 
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ni-i 


-Bpi =o (ro: (1, сә). П 


由 定理 38 一 42 和 定理 6， 利用 转化 原理 就 可 以 导出 一 组 关于 
高 维 多 项 式 依 权 逼近 的 转化 定理 、 反 定理 及 最 优 多 项 式 依 权 逼 近 
在 不 同 泛 函 空间 的 误差 估计 ， 另 外 可 像 $2 和 § 5 一 样 建立 一 组 关 
于 带 权 的 直 交 多 项 式 级 数 的 收敛 定理 ， 这 里 从 略 。 


6.2. 设 4A 为 线性 空间 互 的 集合 D4 上 E 义 的 可 加 齐 次 算 
子 ， 求 在 ECD4 pE A= fHu.. RAE 的 定义 包含 了 某 
种 定 解 条 件 。 我 们 往往 在 E,CE pR u, 的 近似 解 。 一 种 方法 就 
Л: Жи, ЕЕ, Ф или, RY Аи. -и)|* = [Аш 11° 达到 极 小 ， 
lj* 为 某 种 范 数 , 不 一 定 同 H 中 原 有 的 范 数 相同 (假若 H 是 Banach 
空间 的 话 )。{u,} 就 是 4k.( 相 对 于 ?的 最 小 二 乘 方法 近似 序列 。 
现在 的 问题 是 设法 估计 在 某 种 范 数 | 必 意义 下 的 误差 lw。 фи, |", 
M 转 化 引 理 指出 下 面 结果 成 立 。 

定理 43。 I рс), lel Єр"), 4 Л 9ЕЕ, В 
Жо“ <, АЕ, JEX Ea © E, WE 1н. - gale 
KEN), |А(и.-9,)|* KETC), ШШ 

е, = unl’ <А {E Cn) + 7,217 (0) 1). D 

考虑 为 函数 空间 的 情况 ， 引 入 条 件 

RGD, XW UuCE, 


Сш} үө, SIAU «ЕСШ у, 


这 里 C >J. и ЖЕНЕ Ж Ж, RAE, Варва), 
6 为 与 4 有 关 的 常数 。 

车 古 为 内 积 空间 ， 改 Aw]* 为 (Au,u)"*， 则 上 条 件 记 为 
Кеа). 

这 时 由 直接 定理 与 转化 定理 可 得 

定理 44。 Ж ЕСП ОЖЗУ,Е С (р). =E,, u, ЄН 
(Dy), DECH, р>1, MJ 
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1 ; 1 
lu, ~ и, ия ofin R (2, 


® 


这 里 в, =k+a-(L-j)m-1 hz=p, КВ 
1 


в, =в+а- (2. 2)т-зь, Ч: >, k2>5w 
= Л; i - cig 
9,=max|[0,2 (2 8:41) (1 л )] (0<#5$1) 
= 1-1 一 i >h 
=?т(Ы—-+)+2@-з) @>з, «2. D 
定理 45。 车 条 件 RGUDR лу, Е,= (р.).СЕ, DECH, 


u EC™ (D), W 


ш. -ul ofato, (1,u,, сз ру) 


Wto 
+n" к [no, (u.c Ф))]}, 
这 里 0, =k-i, 0, =Ё-5,, 0, 与 定理 44 的 同 。 口 


Si S Ве 
定理 46. RAER +.) ОЕР, E= 
1942 
мерс) П wie), 
A= Асе Оо д, }=а+++а„, 
全 OT Or" 

E,= (В*Р,)„СЕ, Au=fEWẸ (D), n>1, 
и. EWED), DECH, Б, = 2А+шах(т,^)+1+1, 
Ате" ЕС (D), В, =] +т+ тС) <2А), 
k, = 2% + тах(т,^) + 1] = 2); 
Ш и — | чо = 0O{u set +n В (+ >}, 


< и=2А+т-Ё- 2 <1 之 整数 ， а=н( и<1), аж 
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А z! = m q 
DTIZER U= D: Ед, = ажо, зв.) (1-4), 
i=0, 1<q,<h=<co, Щі= 0, 5,=0, 0<q<h<co; 

0,=2i+ max| 0, 2(7®-з,)], h=, 1<q <оо, 
或 h= co, з,=0, 0<4, <œ, O 

这 主要 是 由 于 Tycesa 的 结果 (23)， 这 时 可 知 4s EWS Ср), 

因而 有 us ECHC), ф,(д,и„,С°# (ру) = 000°). 而 另外 由 直接 
定理 有 P,E (P,)。 使 得 

llu, — B° Phl] ИНО д = 0{п-*-°+. }, 

lus — В'Р,| икре» = On) 


又 由 于 Mapkop 型 不 等 式 ， 对 eE (ВР); 


Деу» Сп? elw? оу Спе" |Ae| *, 


这 里 C，C 与 无关 。 由 定理 43 即 证 定理 46。 

若 直接 判定 了 wx* EC “CD)， 则 有 像 定 理 45 的 一 般 估 计 ， 

著 甩 为 Hilbert 空 间 ，(4u，u) 0，uED4，V,EE,CE， 使 
и= У} СА(и, и), и, -1&)》 达 极 小 。 这 时 M 转 化 引 理 变 成 

定理 43*。 芳 |# 1*ЄРО), СЕМ и, - 9.|* < 
є*(п), CAGu.-90, u, 一 gn) KETC), FREU E En, lult 
<J,CCAu, и) ), РЕЧЬЮ, MW|u,-o|*<h(et(n)+ 
J,[2e-(0)1). П 

这 时 相应 地 有 

apa2 82 Sis 52 

定理 47。 在 定理 44 一 46 中 ,以 R G «ЖЕ E a.) vn 
代 un，E, 为 (B*P,)m， 则 所 有 结论 都 成 立 。 口 

当 r= 和 =si=s:=1，qi=g，i= 0，h= co 时 ,定理 47 的 结果 
比 Hnpnac15) 的 结果 精确 ， 而 这 里 的 方法 也 与 他 的 不 同 。 

下 面 讨论 一 个 四 阶 的 例子 。 研 究 菏 板 弯曲 的 方程 


Ow Ow Ow 
АА Заа! 


‚149, 


人 
Be, (Ж) 


这 里 m=2，h* 为 板 厚 ，D* 为 刚度 ，w JEE, =a, p) 为 
载荷 ，T.，T,,，T, 为 中 面 上 的 应 力 。 车 边界 是 固 结 的 ， МТ. 
T,,，T, 充 分 小 时 ，A 在 WW 名 CD) 中 是 正定 的 ， 相 应 的 泛 函 BD 
为 


(Аи, u)— 2(u, 4 )= Е 


ен в те ны 


这 里 内 积 指 L*CD) 中 的 (参看 (24])。F(w) 的 极 小 解 即 广 义 解 。 
BR ТЕАТ, иЄ Ср) ПСО) 


C? що SCAU, ш) <C”|u| wo 


即 AER*(0”2)， 记 这 一 问题 在 (B*P，) 中 得 到 的 Ritz 序 列 为 


{w}， 则 由 前 叙 定 理 得 
定理 48。 若 (# ) 在 We(D) 中 有 解 wE CD)，DEC 0， 则 
在 上 述 条 件 下 有 
ЛЕТЕ ЕЗ о. (2, У, ср}, 
Kk=min(k-2, k-i-a), 
a= тах[0, 2(1-2)], (= 0, №22), 
=21+2, (120, = о), П 
利用 TyceBa 的 结果 即 得 


定理 49。 DECH, Т., Ta, T ЕС“ (D), q*/D*€ 
WP (D)， 则 在 前 述 条 件 下 有 
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Поз 0], 5 


5 Шеъо0, = тіп(т+1- =, З+1-і-а-е), atj kR й А 
№. О 


6.3. 1 ИШЛЕ 22015 НИЗ ООШ, #ЕЯ— 章 中 
我 们 谈 到 Walsh 和 Russell 考虑 过 用 有 界 函 数 来 逼近 ， 一 般 可 以 用 
可 微 函数 类 来 逼近 。 因 为 只 要 有 相应 的 Марков 型 不 等 式 就 可 以 
用 和 伟 化 原则 来 研究 有 关 的 逼近 问题 而 导出 一 组 转化 定理 或 反 定 
型 。 具 有 MapkoB 型 不 等 式 的 泛 函 类 叫做 M 类 。 下面 只 列 出 一 些 有 有 
关 M 类 的 例子 ， 有 关 的 转化 定理 或 反 定 理 就 不 要 述 及 . W МО. 
EMH WEI < 的 9 的 集合 。 

#1. руте, 0<'р<а<з<со, gE 
ме <А), м 

а] wm SA ghe? р» 


这 里 a= (I)E, b= (二 全) 于。 这 可 由 Halder 不 等 式 导 出 。 


$12. 设 DES。 УЛ, ЄМ. |у, >т 
s>1, М 
есь KONIE? о» 


与 >p>1, а= 4-2 _, 
HC Eg, а>р>1, а еруу? 


(1р – тр)(а — р) 


Ь= 410 — тр)(9-р) р 


а(5р — тр + тд) а’ 
#13. а ДЕЛЕ 


"| (22 в(д0)' +Сд* чыр, 
191. ={ (89) A 


REA, B, C>0J8-FC(D), F 为 合 于 D 中 的 任 给 定 平行 于 y 久 的 
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хав, Ша>2, оем), «Ап M (|.1*<co) ПСО) П 
УЗ, Ж 
4-% 
ойе lol ват)" 
C 与 9 和 无关。( 参 看 (25]) 。 


$14. 车 为 由 Y=y+ 《x)，z= 0: 组 成 ， 这 里 p: НЯ, 
Y) >Y), 922, oCs)>0 属 C(T), 


[91*= [ГА (28) +В EAN +Cy? ем 


+ [соч р, 


т 


и _ p) òg + 
9.0769) “р, 
роєм 1. <А) n C(D) n W: CD) 有 
一 2 
аала eonst, lol* (1082s), 


(参看 [25]), 

例 5。 设 DES 为 开 集 ，p>>1，sS>1，1>m, g€ WPN 
LD AMAA o, A o IED Siros 三 对 所 有 
阶 为 ! 的 k 求 和 ， 则 


19| ас const. A |g] ieo q2p, 


ë= m(q — p) 
m m 
ра(1- +) 
Ра (1--у)‹я-р› 


‹(ФЖгс152). 
$46. 065,031, m >m-ls,gEWP NLD N 
MAP oN, W 
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19] «онер «сопзі, A |g] aos 
ЖНт>15, $>1, p>1, шах(з,р) <4<т//(т- 15), 


а= (8-2) /G- +” 
b= (x +1 п) @- мнт). 


(SRGD. 
#17. 车 PES。 为 开 ,， p>1, 0<k<1-1, JEWS D)NM 
Сео), I 


Дек <const Aelig] E? оз, 


a= (k+) /Л, b= -r-t И, 


(BK). 

$18. 065.03, 0<Ё<1-1, р>1, (1- Юр<т, т’ 
>т-@-Юр, р<а<т/р/Ст- (~k)pJ， 则 对 gE Ир) П 
M(|*|up o < 


Па бах», 小 «сопзі. Ло 


ут т 
он 

g: 
Бить) AAA 


(人 参看 [15]) 。 
#150. #DCS,CG,, 0,), 0,00, f, СО))<А°, 1<р 
«<, r= Q: Ано) 02 <r, ДИЛ оо СА f |Ë >p, 


二 m p 2.0 р 
а= = = 
这 里 aim! 2), Ё Parm ` q 


с, ав. п 
ЖЯ. ЖКК EXIX€D, %—У=У„(Х, г, 0,) CD， 这 时 有 
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fx) = Hefi- „Мор -Гоомуу, 


к 
因而 
m I 1 mÀ па 
|< af, FO lavrt TA 
И CS ys 7 ЖУ 
<{ р тоноо + 
179 20182, 
< (ах (2° т -) Е т EEE flre) T), 
再 由 不 等 式 
ая 
Кво У о 
即 证 明定 理 ， 


注 .515]，[26]，[27] 还 有 许多 不 等 式 可 引伸 出 M 类 泛 函 空 
间 ， 有 的 不 等 式 利用 B->@ 方 法 也 可 转化 为 MapkoB 型 不 等 式 ， 复 
函数 论 中 Hardy 型 的 Hadamard 三 圆 定理 ，Doetsh 的 三 线 定理 和 


三 切 贺 定理 都 是 可 产生 M 类 不 等 式 的 结果 ， 利 用 等 角 写 像 还 可 得 
到 其 它 类 型 的 KM 。 所 有 这 一 些 的 论述 从 略 。 
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带 域 调 和 逼近 与 调和 分 析 


1923 年 ， 丹 麦 的 HH.Bohr 给 出 了 一 类 概 周 期 函数 的 定 ЖЯ. 原 
则 上 ， 一 个 函数 f:R->E《E 是 一 个 (2)G* 范 空间 СЕ, F, |. |, 
(8)))， 对 任意 sE (e)， 都 存在 一 个 相对 稠密 的 实数 +( 概 周期 ) 的 
ЖА, ША А/О! вт) - fCty|<s, 4- оо < Соо р 57, 
并 称 之 为 概 周 期 函数 。 所 谓 点 集 为 相对 稠密 ， 就 是 说 ， 有- 工 >0 
存在 ， 对 于 任何 一 实数 c， 区 间 (а, a + 工 )》 当 中 一 定 有 该 点 集 
之 点 。 Ш (е) G+ 范 空间 不 同 的 选择 ， 就 有 不 同 的 概 周 期 函数 。 
我 们 这 里 给 出 的 垦 念 既 保 持 了 Bohr 原 来 较 朴 素 的 形式 , 又 原则 上 
包括 1 以 后 许多 推广 。 当 E，F 分 别 为 复数 域 与 R 时 ， 则 是 原来 
Bohr 的 定义 (一致 概 周期 函数 )， 这 时 (2》 取 为 《0，%)。 


$1. D 中 用 整 函 数 副 近 的 误差 转 
化 最 优 有 逼近 FOurier 变换 


1.1. 在 z=z+ 坟 平面 上 ， 车 丽 数 /(z) 在 y= O БЕХ, ЖЕ 
在 这 直线 上 对 ?为 LP? 一 一 可 积 ， 则 记 为 1(z) EL3.，,,， 并 记 
Ml, = frig dl |р, 
记 Eo Зоо ВНЕ НВО, Ваа 


定义 可 参看 [6] 或 [7]。 
SIE. 车 1€ (E.), 1<р<а<оо, о, /为 任何 实数 , 则 有 
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тусо, <(200.) ас “IFI ge 9 


这 里 Ti(z) = fosing+ Ë? + (sino — sinp) + f!cose, Faf 的 
ЛЖ 〈 人 参看 [7] 第 142 页 )。 口 
证 明 。 因为 我 们 有 
(Taride (BOTN, 


(参看 [1] 中 第 102 页 )， 并 且 
17/1 L, Se “ТА Gih 


(参看 [1] 中 第 98 页 )， 再 加 上 不 等 式 
НИ 


(人 参看 [6] 中 第 214 页 和 [7] 中 第 158 页 )， 因 而 有 
IPS тусау" етир? 
= (1 


< (200) oen еру, 
Ж. # /ФЕФОПЫ-ь, 1<р<оо, ДАЕ |а| <оо 


AI, Tu EL., дәр, k=0, 1, ey i=l, 2, © 
并 且 


ө, <C ое т,’ 
к о И, е0 


УХ. RMH A C, b) W A :a<z><b, c<y<d, 用 
А а, b) BERAE, ВДА Сс, b) ТЕО. #рс=-а | 
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ЗА (а, БУНА, (а, Ьу; #a= ~ оо, Ь= со, MEA Ca, b) 
Пад, MAANA o ВАСА“ Са, b)) А+ Са, 5)》 中 的 解析 
函数 族 。 口 

利用 上 面 得 到 的 不 等 式 和 第 一 转化 引 理 可 证 

定理 1。 ГЕ, , 1<р<оо, JHB E E.) 使 得 |- 


В. р, 260), ENO, 


pe te'te(— Г), 6= 1-14, 


ХШа>р,ЖС‹(г) € АСД), {Еу= 0 上 , 它 和 8 几乎 处 处 相等 ， 
并 且 当 yy 一 土 d 时 ,G (2) 在 ZI-。 中 有 极限 . 例如 记 为 Gu(z 土 id)， 


Жш + 72.02 
这 里 ғр CT ар, 


261, (atid) =G, (tid) ， 


当 j= 0，1，…，k~2 时 处 处 成 立 ， 当 j=k~1 时 几乎 处 处 成 立 
《因而 可 改 Gc)Cz 土 id) 为 GCztid),， j=0，1,，…，k)。 
同时 有 
emas 
xÍ ебе 112, (2. jdt, (ж) 


Ж |а|<а, p<r<co, АЧЕЙ СКА), 只 要 上 
式 右边 之 积分 收敛 即 可 。 口 
证 明 。 因为 车 la| <d, W 


Коо, ау= 1,(0)* [е беч (Рае 2 


故 由 转化 原则 有 
бир ІВ,(= + іа) – B(z+ia)| <2K(u, a) , 


Жи<т, |а] <А), AAt, В,7ЕА,, b<dh ФВ 
ВСР ЖСС) САСД,). 由 于 bp 是 任何 小 于 dg Z 正 数 ， 故 GE 
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ACA). у= 0 上 G 和 f 几 乎 处 处 相等 是 显然 的 ( 因 有 共同 的 
收敛 序列 {B,Cz)})。 
利用 转化 定理 知 不 等 式 〈# ) 对 1c|<d 成 立 。 
同样 的 证 明 步 又 ， 知 当 o->coe 时 ，B9 "在 y= АЛЕ h Ik 
Ж. БШШ ЕВ Н 070 0, кде ЖАКЕ 这 里 p< 


q<r<co, 入 + ，《 因 而 当 和 <k 时 可 令 r= co)， 这 
时 由 转化 引 理 有 
lGa- BP и Jy 


现在 我 们 来 证 ， 对 入 + + 有 


lim ае Lv =0。 
seid ‚-0 


实际 上 ， 我 们 有 
MG (ж tiy) Ga С, «|6 (х+у)- 
у-0 


В+) р, +IGa CG +tid)- В а), 
0-0 0-0 


+180 +) - BP Ce 10) L: 
ИТ 


«(арены Фа 

HIBP- ВР, + 
因而 对 于 任意 给 定 的 e>0， 我 们 可 选 N= NGCe), 使 得 o>N 时 ， 上 
面 不 等 式 右边 第 一 项 小 于 访 ， 这 时 我 们 选 充分 小 之 数 1= ЛОМ, е) 
= 1(2)>0, Eid- [y| <ni 

Вар Ваар, <E. 
总 而 言 之 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 我 们 能 找到 9= We) 之 0， 对 
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d- u|<n 有 
Сей - Gu,(z+id)l г: SE. 
1-0 


这 正 是 所 要 证 的 结论 。 
ЖАС (tid) = GU*D(z 土 i 的 证 明 是 平凡 的 。 


定理 证 毕 。 

注意 ， 对 极限 情况 d= 0 也 有 相应 的 结果 ， 那 时 G 不 再 一 定 是 
解析 函数 ， 定 理 的 形式 读者 可 自行 列 出 来 。 

对 函数 集 上 定义 的 范 数 ， 我 们 (形式 地 ) 引 用 范 数 符号 I 
=g] П 有 意义 )。 以 后 我 们 仍 引用 第 一 章 中 介绍 的 最 
优 逼 近 元 的 符号 e= М (g, ED, ХНАВЕВИЯОЕЕ, {ЕЕ 
上 有 范 数 ‖" 中 定义， 并 且 这 种 最 优 逼 近 元 素 存在 《自然 不 一 定 唯 
=, 

定理 ?。 设 f(z)EACAs)， 在 y=0，d 上 分 别 几乎 处 处 以 
f(z)，fCz+id) жми, КЕ Lr= 8, r>p>l, FPE 15.4, 
КОЕМ.,, q>r, 12%, 0<ë<n<d, FAB, € EER fO 
-В |, SEO, eNO, 则 对 M。= МСР, Е? Э 


有 


н-м <ER (ye 


d-n) 270 \ 1-а ооо (2р ү” (Ё. 
е“ dt +2 (Г) то arn (2) ? „) 
19-1100 а р 
6, = 220 6+1, 0,= 12Р А+», 

ар rp 


在 y=d 上 f o 按 定理 5 的 结论 定义 。 口 
证 明 。 令 F= /-В,, ИШЕ FEL? a ЕЕ <e (0) 
9， 因 而 有 G。6E (E。) 使 得 


HE- Go ,= /- B. -Gelz < 


g 
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参看 [7] 第 五 章 )。 令 K。 = B。+ Co， 则 由 转化 定理 容易 证 明 ， 


ика <t уо унтаа 
=D,(o); 
-Ko ,< (2) [ево 
=D,(0). 

因而 由 第 二 转化 引 理 有 
lf-™ olz <Р. бо) +2 (210) T alt e"-0D, (о), 


定理 证 毕 。 
注意 ， 在 边界 y= d，0 上 上 f 之 导数 是 指 在 一 个 零 测度 集 上 修改 
后 成 为 连续 ) 的 f 的 导数 《或 者 是 广义 导数 )。 


1.2. 我 们 现在 来 研究 MKf，|(E。)1z。,) 的 一 些 性 质 ， 这 
实际 上 是 对 Fourier 积 分 的 讨论 。 
Ë fGDC Li, P>, WERE) 的 Fourier 部 分 积分 
为 奇异 积分 
Eee, D-i po EE ar, 
车 /存在 Fourier 变 换 F(z) (例如 f EL o 1<р<2, 时 F(x) 
就 几乎 处 处 存在 )， 则 有 
St жЕ, 
5.0, [е ЕСА, 
我 们 来 考虑 1<pD<<co 时 的 情况 。 这 时 


= Sinzo y,p, (° f(t)cosot 
Зв, у= 5 ү. f. osat df 


_ coszt ур, ко; dt. 


因而 由 M.Riesz 不 等 式 有 
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[Bc Dla «ам, тро, 


M, 为 相应 的 〈 在 无 穷 区 间 上 的 ) M.。Riesz 常 数 ， 
НХ, G, = м, ЕД; DE 《E。)， 则 由 第 三 


转化 引 理 有 
定理 3。 1°%]/Є 1, 1<р<оо, #9 Be Е (Е) NL; 0, 
1<r,<2, |f-B,|,, <=), 
y=0 


则 必 有 
I- ZG, Dl, , S<GM,+1)e(0); 
2° ЖЄ, 1<р<, fPEL o П, 1<г<2, 
则 必 
F-E Dip =ofoo 人 710， м.) 


жш о(1, fP, 1.) РЕМ НА, ИП А o< 


<k, >P% 
F-E, Dig =o foita (1, Fo, 
ц.)}. 0 

证 明 。 实际 上 ， 利 用 Paley-Wiener ПЕ У, 。(z,B。) 
=B。， 由 第 一 章 的 转化 引 理 和 不 等 式 | оо, РИ, <2 м, 
Mlo. 即 得 
1° 的 结论 。 

从 [7]，[8] 中 对 有 关 定 理 的 证 明 , 知 存在 同一 的 BE (E, П 
17.071. 使 得 

const 


В, Зо (2, ft, Шу; 
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-Bp < SSE о(1, f”, Lao). 
故 由 1” 之 结论 可 得 2°。 
Ж. 车 f EL?-.。，1<p 二 2，F 为 f 之 Fourier 变 换 ， 则 
! Í [Е (а) | ‘ах олу үу ХР, 
121> 6 


这 里 g= р/(р- 1), AASP EL! onh, WA 
{ | IFGD|* dz= О{о-ю (1, fo, Ls, )}. D 


第 一 不 等 式 是 一 般 的 Plancherel 定 理 〈 参 看 [9] 中 第 96 页 ) М 
推论 ， 第 二 不 等 式 是 定理 7 的 推论 ， 是 [7] 中 第 185 页 定理 2 的 推 
г. 

车 f(z) 为 以 2 为 周期 的 可 积 函 数 ，Fourher 展 式 为 У o, 


созЁх + b,sinkz, MW 当 > (aš +bł)lgk< cott, ЖИ, (z, 
р 是 几乎 处 处 收敛 的 。 又 车 上 f - S.C, Расею = Ot{e 0 }, 


д У #*(п)п<оо WE У) (aš +6118 <, МЫ 
feta, f, мс» DM << 

SRS, РАК. 

对 Fourier 积分 也 有 相似 的 结果 。 

жш. fen, Гос, f, ioio МУ, 
(2, УДАЙ ТЛ. O 

证 明 。 BFH aZ Fourier 积分 ， 则 由 定理 3 之 系 有 

|ЕСР) | *dt<const, a: (Z, f, м). 


1#1>9 


因此 利用 部 分 积分 ， 对 a> 0， 有 
п F GV ISI + [a= | (1) 
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Маа) | Ë 


=1g(+ af REE a 
ETA 
时 全 f G ) y 
u 


А йз 
<const， { lg(t +2] IFGu) |: du | 


+ [FG "as | 
dt 


<const, | өз, Р, 11.) <>. 
° 


同样 有 
колет, 


因此 FOV ВС +2) EL;-。， 因 而 由 已 知 的 定理 (参看 
[9] 中 第 87 页 )， 我 们 的 定理 得 证 。 


$2. 带 域 中 解析 函数 的 某 些 性 质 
复数 域 上 的 Fourier 变换 


2.1. 我 们 现在 来 研究 带 域 As 中 的 解析 函数 。 
定义 。 设 /(z)EA(CAs)， ŽE iz, 对 1C|<d 为 有 界 ， 


WRNI CEEA). 0 
引 理 1。 车 f(z)EB; (A), p>0, у= tdk, ЯН 
f(z 土 id) 几 乎 处 处 存在 ， FH (z+id) EL?-。， 


im lf = Ман 1, , жә 
lim УЕ -f(rtid) Ij, =0. жж) D 
reti 1-0 
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їй. 实际 上 ， 作 一 初等 变换 z=pCw)， 它 映 单位 轿 |w| 
<1 为 As， 使 得 二 1 和 土 oo 对 应 。 这 时 foCw))97 Cw)? 显 然 属 
РЕ, 0), ЗЕН, Н/ ФФ! НЕ = 1 上 
儿 乎 处 处 存在 角 边 界 什 F(e*) Є 10, BESE id) 几乎 
处 处 存在 并 且 属 于 L3.。。 这 时 (*) 是 成 立 的 (参看 [10] 中 对 B, 族 
讨论 的 方法 )。 由 (*) 可 以 推 得 (* ж) (参看 [10] 中 关于 H, 族 的 
讨论 )。 

引 理 2。 ”车 f(z)EE;(4),1<p<co，d>0, 则 广义 Cauchy 
公式 成 立 ， 且 对 zE hs 有 

e-id œ+ id 


t)dt 
这 结果 当 p =2，k=0，f(z) ECAD NACAD Paley 和 
Wiener 在 [11] 中 证 明了 的 ， 他 们 的 证 法 对 在 我 们 的 情况 下 的 论 
断 也 有 效 ( 注 意 引 理 1 的 应 用 )。 
用 他 们 的 方法 还 可 以 证 明 
引 理 3。 f(z) EECA), d>0, 1<р<оо, WJ)“ ХИ 
Cauchy 定理 成 立 ， 


um] |“ - febat]=o, п 


N~o [J-N-id -N+id 

由 引 理 2 可 得 

引 理 4。 车 f(z)€B; (Аа), 4>0, 1<р< о, NAE Aa 
有 


А him /_2 ү де 
If (+) |< L (FT) TD 1, 


И, ОИ, 1, 


-4 
ЖНа=р/р-1. D 
由 这 论断 得 知 ， 若 函数 列 f,《(z) СЕ; (Да), 4>0, 1<р<оо, 
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EERI gap = ои t ЕТТ f OE 


Е; (Аз), ДЕНА, c<dk, IP 一 致 收敛 于 f(z)， 
(= 0, 1, ЭЭ. 

引 理 3 的 另 一 个 形式 是 

引 理 5。 若 f(z)EBE;(4A)，d>0，1<pD<co， 则 对 任何 实 
фо, |c|<d, Ж 


ва Горно, 0 


Neo 


2.2, 利用 [1 中 的 方法 可 证 

定理 5。 车 f(z)EE;(AD)，d> 0，1<p<co， 则 对 于 正 整 
数 k 和 任何 满足 1di | 委 d 的 数 d,， 有 不 因 d 而 变 的 Bo(z7E(BE。) 使 
得 


If -B| 13.1, %®% (2), 
这 里 c 和 0o，d,，f 无 关 。 


в, (1) = o (1, f, ц=4,) 


=] S c i (fem, , 


MGN jao s=“ 


jp 为 实数 ， 口 


"k+1 sinp ч 
实际 上 ， 令 m=| 1151, к. — 2"), 


k 


в.д = |" к.ш) 5 c= D1 (ево 
Ера і 


ї-1 


1 [- 
š 4f „А. Gz-u)f(uydu, 


ое k 
这 里 а= |. к,(и)аи,А. (0) = Хью. (3). 
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因此 有 
B,Gz+id,) = 4f А. (+14, -u)f(u)du 
W НЕ 


EIS 5 1-1 А 
=] ко 3") 
‚(сна +ju)du, 
所 以 有 
Mtid) =B Cid 


=] К, Сие Cu) du 
r 


<‹(1). 


жї. 车 fG)€E;;CAd), d>0, 1<р<оо, КЕ 
14.4 \4,1<4, Wiwr0o<1<k, а>р, Ж 
If- в = ото: (1, 1”, L-a )h 
Liu, 
ЖШ ө-к-1+1-2, B。E(BE。》 和 定理 5 中 的 同 。 口 
系 ?。 车 f(z)EE;(Ad)，d>0，1<p<co， 则 有 В.Є 
(BE。)， 使 得 在 任何 As.，c<d， 上 ，B%2"(z) 一 致 收敛 于 大 2(z)， 


这 里 8 为 任 定 的 非 负 整数 。 口 
Ë fG)€E;CAD, 4>0, 1<р<оо, WX |d| < 中 


sing(z+id, — t) 
E.G. pif оаа, 


利用 3.1 节 中 的 引 理 5 就 有 
Srid, =i feri p TE Dar, 
因此 我 们 得 到 
BJ. 70) СЕ; СА), 4>0, 1<p<co, М 
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|х|, «м fole, 1а. 0 


因此 利用 第 三 转化 引 理 可 得 
定理 6， ”车 /f(z) EE;(As),，d>>0,1<p<o0, 并 且 有 B。(z) 


EEN L o 1<г.<2, {Н} 


ү 


І» <е(0), 
0-4. 
则 必 致 
||, semt neo, 
а, 为 满足 |di | <<d 之 某 数 。 口 
由 定理 5 立刻 可 导出 | 
Жі. 车 f(z2)EE?(ADNL;-a,, 4>0, 1<р<оо, d, 
Е, |4,|<а, 1<r=r(d,)<2, WA 


|/- > Фи, «ео (1..1, м-в). 


特别 当 fe Ly... ВЯ, Жар, 0<1<k 
|- > Da, <o, (L,fe, 1-4), 


1 


Жйс,с\, #10, dBA, АЖ, И ё=в-1+-1--Ъ> 


0. П 

由 2.1 节 的 引 理 2 有 

系 ?、 车 fEE;(A4)，d>0，1<p<2, 则 对 任何 0<c<d， 
怠 (z, 用 在 A 上 一 致 收 化 于 f(z)， 这 里 A 为 任 给 定 的 非 负 整 
ж. 0 

根据 定理 5 系 2 后 面 的 论述 ， 我 们 知道 对 于 fC) EEA), 
1<p<%, 4>0, X, G+id,,f) 又 正 是 f(z) 在 y=d， 上 的 
Fourier 部 分 积分 ，|di | 三 d， 即 

У. JG) = Z ,@,f(z+id,)), 


169, 


所 以 我 们 可 得 到 
Жз. 车 f(z2)EE:(42), d>0, [0 а<е, (1) 


0 


=0(+,{,11...), |4, |<а, 则 在 yJ=dj Е, У 。(z, 力 几乎 处 处 
收敛 于 f(z)。 口 


2.3. 对 于 JEB;(A)，d> 0，1<p<co， 在 实 轴 上 ， 误 益 
1f(z) - 之 ,(z,f)| 是 应 该 有 很 高 的 收敛 速度 的 。 我 们 来 证 实 这 
一 点 。 

® f(z2)EE?CAD, FPEL, а, М ЎӘЄІ,..а, 1=0,1, 
… F Blimfo[ + QV z idy1= 0 (参看 [7] 和 前 面 对 ECA4) 的 
讨论 )。 由 2.1 节 引 理 5 有 

We т Б ты T 
r= | г ой | е Раша, 


由 [11] 中 关于 导数 的 变 式 的 结果 可 知 ， 对 ?> 0， 
-х4 со 

F(z) = >=]. етс + id)dt 

anm 


ағ [еа +) 


(ны). 


因此 有 IPOLIT о (E, }'®, La) =>0. 


同样 可 证 
ЕС) |< (272 л |х|*е'®4у-1ф, “її? Кө, 1..0), 
z<0, 
利用 推广 的 Plancherel 定理 (参看 [9]) 有 
1 PF 
V- Z «РЫ, < Jro а: } 7 


>. 
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这 里 1<s<2, r= s/(s~1)。 因 此 有 
定理 7。 #feE:(AD, d>0, РЕБ, а, 则 


| 5.62, 


а 


1 Ir. se an ü 


= 2л: 
因而 由 第 一 转化 引 理 有 
М-и, 


со!е°, k=0 


prre T 


= 
<] ceo t to; (2,59, ЕТСА)), во 


JO ооз, 2<г<о, S= -一 ，1 为 任何 非 负 整数 。o,(0， 


rsi 


9, ECAD = У 00,9, Lie). 
cmtd 
同样 地 ， 若 /ЄЕ}(А), 1<р<оо, f€L,-o, [?Є1,., 
nZy-xsi，1<q 和 2， 则 几乎 处 处 有 


FCz) er ~ ir)" = тЇ.” ft+iddt, х>б, 
т ета ubat, 2<0, 


这 时 由 一 般 的 Plancherel 定理 有 
I ire [ах paff песе» [= а 


х Kosa l 


< anen] 


(Ch) о-в 
f e g 
| |... , 


1 1 
> 5121, 而 7>1, 


这 里 1<s<2,，1<4q<2,ss,= 
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о>(-Е+00/4, 0= 


同样 有 


q-s(q-1) 
45 i 


作 : ЕС) |" а} <[а- D (лу =] el... 
- c dg-h+9 
рна ЧА Plancherel 定理 ， 而 后 应 用 第 一 转化 引 


理 就 可 得 
定理 7*。 Ж/ЄЕ}(А), а>0, 1<р<оо, ЈЄІ,.,, {№ 
ET-:inzy-:i，1<q 和 2， 则 对 任何 非 负 整数 ! 有 ， 


I > “p|. <се-°4 дн", Б>, 
-Eep =o вз. 


6 = 22C-2) „| r> 


з = Ол)" 
这 里 “= 1-1 4аг 


k) 
f leran, 


2, s>(-k+-€—2T)/a, D 


$3. 带 域 中 解析 函数 的 某 些 性 质 ( 续 ) 
概 周期 函数 ( 续 ) 


3.1. 为 了 研究 概 周期 函数 ， 我 们 来 讨论 CTexaHOB 引入 的 
函数 空间 的 一 些 性 质 。Wey1 引 入 的 函数 空间 和 Besicovitch 5] 
入 的 函数 空间 中 ， 函 数列 的 极限 函数 的 解析 性 质 不 太 稳定 ， 而 且 
缺乏 一 些 很 重要 的 不 等 式 ， 所 以 在 研究 概 周 期 函数 方面 ， 用 它们 
是 没有 比 用 CTexaHOB 引入 的 函数 空间 来 得 方便 。 

对 于 在 y=c 上 有 定义 的 pCz), 若 它 在 任何 有 限 线段 上 属于 
1, WEX 


|... «ә... 
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= sup [E іса, 


таге Со а+‹4 


l 为 某 给 定 的 正 的 常数 《车 不 发 生 歧义 ， 一 般 我 们 不 把 它 标 写 出 
ж). 

定义 。 车 pCz)EACAs), lelg, .对 lcl<d AR, WFK 
Ф(2) ESKA). C4d=0 时 ， 一 般 我 们 理解 SCAs) 即 为 8 -。， 而 
不 谈 它 的 解析 性 )。 口 

引 理 1。 车 /76)65,(А0), р>0, 0>0, ДЕ у= tdk 
f(z) 几乎 处 处 具有 角 极 限 值 

ftid) ES. HEA 


lim 
П. © 


1-14 
J z+ ig) — Кеа) 


R 
jáu 51,20. СОП 


ШИ. ”对 于 任何 给 定 的 有 限 区 间 a,6)， 我 们 可 以 定 两 数 

а", фифа! <a<b<b/， 这 时 由 f(z) CS,<CAD, ВВ, 17 (+ 

йо Idz 对 |y| <d 为 有 界 。 由 于 被 积 函数 非 负 ， 所 以 重 积分 
102 Раву оо, 


дата рду 


因而 сао а 
对 zE [a ,65] 几 乎 处 处 有 限 。 这 时 可 找到 ax，b 使 得 ar<ar<a 
<b<br<b', 


4 
Г. бо +iy) Ру оо, то =a, br, 
ЖЕ Aar, ONLAR ВА. Са" br) 的 积分 
ПЕС) 12 1421 


ваа! ә”, 


对 0<c<d 为 有 界 。 因 此 f(z)E EsCAd《a”,6b"))， 所 以 在 y= td, 
a<r&b 上 ，f(z) 几 乎 处 处 有 边界 值 。 由 于 (a,5) 是 任意 给 定 的 区 
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间 ， 故 f(z) 在 y= 土 d 上 几乎 处 处 有 角 边 界 值 。 
又 由 于 a”，6” 分 别 可 以 任意 接近 4,6, 故 由 Eo 之 性 质 容易 证 得 


m b 
Lm ferin bd == | |74101 ас, CD 


利用 这 一 等 式 就 可 证 明 


i b 
ERS feti- емо . 


我 们 现在 来 证 明 等 式 (,)。 若 (,) 不 正确 ， 则 有 一 充分 小 的 正 
数 s 及 一 序列 y,>d( 或 -d， 但 为 确定 起 见 我 们 只 讨论 一 种 情况 ， 
另 一 种 情况 的 讨论 相同 )， 使 得 
шы" лане fG riy аге , 
因而 存在 一 点 z, 使 得 
алан a+ ol аре. 


Sud, ХНА. НЕЕ). ШЕЙ, 
за" 车 f(z) E 5,《As)，d>>0，p 之 1, 则 对 任何 有 限 的 x。， 


[te 

存在 ， 因 而 对 任何 有 限 数 6，6，Cauchy 定 再 成 立 
f(z)dz=0, 

вА даз 

这 里 在 y= ЧЕХ. D 
实际 上 ， 我 们 选 一 =i， 使 得 在 z= z; tid, jz) 有 有 限 角 边界 

值 ， 这 时 积分 

[ег] 


存在 。 为 了 叙述 方便 , 不 妨 设 > 之 ze。 这 时 利用 古典 的 Cauchy 定 
理 于 BA; Сто ,х1), ВАС. (то,т,), 0<0<0/ <d, 并 经 简单 计算 
可 得 
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J, Ча) <" IfGez167)— fGe z10) 114] 


wordt 
+ 人 ”Ice1ldzl。 
因此 由 引 理 1 之 等 式 《*…) 容易 证 得 


т,®&$'% 
lim | йг | =0. 
d. d'd wet i 
引 理 证 毕 。 
81383. 车 /(гУЄ5,(Ад, р>1, 4>0, ЖАНЕ {с\, с, 


leil, |с;,|<4, 有 广义 Cauchy 定 理 : 
ит, { 人 T+ties -| оао, п 


т-=»Т {)-т+а‹. -т+ са 


ШЕЯ. 为 不 失 一 般 性 ， 设 c: =d，c: = ~d。 由 引 理 2 知 对 任 
MEZA 
fdz=0. 


sa 1.5 


因而 有 
| `4 fCz)dz=0, 


Ут 
B40t-4;4) 


ај" Кгаг= F, Кх + 1d)dz + 


| 

+ ‘fostid) T+lo = z) dz 
В 
1 


T+ 4-14 r 
af Кеша = | ИКз- ах +1 +15 
一 2 一 54 -T 


т+1, —4+14 А 4 Tle 
af, 104 = а fC- N+it)dN 


=l 
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f af көе] a [U aiba =n, 


iklim t-t; = 0, i= 2，3，…，7。 因 而 引 理 得 证 。 


3.2。 我 们 来 讨论 在 Creraroa 引 入 的 函数 空间 逼近 度 的 转化 。 
БПІ, #f€(E.), p>0, q>max(p,1), лор 


ти, П.а +юо1! ое Л, 
(参看 1.1. 节 的 符号 )。 О 

这 是 因为 对 E(BE。)〉 存 在 BepHmTe#H 型 不 等 式 
IT) ls; «о lols;.,, 1<r<% 
《参看 [ 6 ]，[ 7 ])。 由 这 不 等 式 容易 证 明 ， zo> A 


Пех «С (+ DoF lols,» 5>л>0, 
另 一 方面 下 面 不 等 式 是 成 立 的 ， 


\Ф{з,_,,<е°%Ф|з,_„‚ 1<r<%, 


(参看 [ 6 J] 第 98 页 )。 
由 这 一 引 理 可 得 
引 理 2。 在 上 引 理 的 条 件 下 
ДЕГИ k>0 
КШК. Frote" а 
Pops, 80+ Da o'e Madr n 


利用 这 些 不 等 式 , 由 Creraoa 型 空间 的 完全 性 和 第 一 转化 引 
理 可 以 导出 一 系列 结论 。 例 如 


定理 8. 设 /Es;-。，p>>0, 并 有 BE (B。) 使 得 上 f -Be]s;_。 
<elo), eNO, 
Е CN)= csiere (L)&<=, 


Lal, 2 
这 里 c= 4ap[1p +1)]? *(1ви)-!, 0=k+ I-P, q>max(p,1), 
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a,=1GEp>1), a,=257' G#p<1), 4>0, ИЖ. 
这 时 必 有 G(2)EA(CAD)， 它 在 != 0 ЕСО АРЕН, 
о (Ар, j=0, 1, =, k-15 G (2965,04). Ж 


у= +459 GP =©Ч*”, 20, 1, w, #-2, ВА, 


对 = k- 1 几乎 处 处 成 立 。 当 o> 记 -时 
1G =B: | sr. SE). 0 


а= 0， 在 上 面 叙述 中 取 掉 G(z) 在 As 的 解析 性 , 则 结论 仍然 
成 立 。R= 0 时 ， 可 讨论 4>z 之 情况 。 

这 结果 对 于 共 思 函数 也 有 相应 的 形式 。 

这 定理 证 明 的 方法 和 定理 1 的 相似 。 主 要 是 由 于 引 理 2 和 第 一 


REIM, mau >o >р, 


[BP BP Z, › SECO), j<k, 

[BP B. lsg p SEO. 
Фл», ys свег, 就 可 导致 定理 的 结论 。 
СТепанов Ў АК, А Са, elsta Sels 


ПРА <P 的 转化 定理 是 平凡 的 。 而 对 L;-。 空 间 ， 这 种 情况 恰恰 
是 最 难处 理 的 , 它 不 像 有 限 区 间 上 的 I? 空间 有 明显 的 嵌入 不 等 式 。 
由 定理 8 和 第 二 转化 引 理 就 可 得 下 面 关于 最 优 避 近 的 绪论， 

设 GCz)EACAs)， 在 y= 0 和 y=d 上 分 别 以 G(2) Є5;.,, p> 


OMGE HIDES AMARE FEHB. Є(Е.), o>, {й# 
A 
8 
IG- B.llss., SENO, 
Do =-{ поз роте) < 
а тах(р,1)1, 


"177。 


则 必 
[6-М.]1.,<{2(0) +24 CIC + роте" "р (оу), 


这 里 M。= МО, |0Е,)]:9 02. 

这 一 结果 在 d= 0 时 也 成 立 , 那 时 要 取消 G(z) 的 解析 性 的 断 
言 ， 并 且 max(p,1) 可 改 为 p。 

利用 转化 引 理 就 可 以 求 得 在 y=d 上 在 其 他 度量 下 之 误差 估 
я. 

下 面 我 们 转 到 用 一 般 非 周期 的 三 角 多 项 式 来 逼近 的 情况 的 讨 
№. 用 万-. 空 间 来 讨论 概 周 期 函数 (参看 [ 1] 是 没有 什么 作为 的 ， 
因为 车 f(z) 在 y= 上 为 概 周 期 函数 ， 只 要 不 恒 为 零 ， 则 对 0<p< 
оо, BA lfl, = оо). 

定义 。 对 于 复数 序列 {N53}),，i=0,1, +) j= 0, 1, +, š, 
ТЕ ЗЕЕ ВОАС), РЄ ГО оо), 4844 

Асеў пах |А. 
简称 Ас {МО} 的 特征 函数 〈 自 然 不 唯一 )， 并 记 为 АЕ 
км}, o 
定理 8 的 一 个 直接 推论 是 ， 


Жа. 设 f€ SI.。,p>0, 并 有 三 角 多 项 式 序列 B,(z)= X at 
1-0 
че" (аз, МОИ О, WE- В.о еби), ес) 对 t 
E[0,co) 非 升 ， 并 且 
dt 


Гао) <ç, AG)6K(XS J, 


ө-1-1+ 入 = тах[9, тах(р,1)], а>0, 


MYAG) САСА, CEY = 0-ЕЛП/ (с) 几乎 处 处 相等 : GG) 
Є8.(01), ј=0, 1, +з, А-1) GÓ G)CS(CAD, С° (z)E 
S.CA5, с<4, п=1, 2, + 在 边界 y= жан, Чече 
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GO+5 对 j= 0，1，…，R&- 2， 处 处 成 立 ， 对 j= R- 1 几乎 处 处 成 
X. 并且 当 А027, 


Ð Ве . 4a, [° к 
IG® -BË ||. < Те. | [LODA]? p 


x Aceto e( Z) St 
jK!EA*= max[q*, max(p,1)J, 4*>0, TE (ЗЕЕ ЛАС 0 
<|h|<d) 是 任意 的 ， 只 要 上 式 右边 的 积分 收敛 即 可 。 口 

对 于 共 锯 函数 也 有 相应 的 结果 。 

只 要 注意 到 B,(z) € (BE4.,)) 即 知 系 1 是 正确 的 。 


定义 。 对 于 给 定 的 序列 {XY?}， заст мори Ха 


‚е? Е. D 

由 第 二 转化 引 理 和 系 1 可 以 知道 下 面 结论 是 正确 的 ， 

设 GC(z)€ ACAs)， 在 y= 0 和 y=d 上 几乎 处 处 分 别 以 GC) E 
Stao, р>0, 16(:+ 10) 651.,, 420, ЯМУ, АНЬ 
项 式 序列 

B,Cz)E (T AMP DIE 
16- В,|,:_ ,<en), 


el(t) 对 t Є [0,co ) 为 非 升 ， 并 且 
- 1.1 
"пф Аз tet е) сео, 


р(о) = 


入 = тах[4, тах(р,1)], ACH EK{M Y}, 
则 必 
IG-M,ls 1_4<аё(т) + 2a,a, [Кр 


+ DAn)]? 7 тер), 
这 里 M,=MC/, ТАМ»). 


ща = 0 时 上 面 结论 相应 成 立 ( 并 且 对 和 改 为 max(g,p) 也 有 相 
+ 179 。 


应 结果 )。 

直接 由 本 节 引 理 2 可 得 一 有 趣 的 结果 ， 

系 2。 设 1(z)E 5!.., р>0, #ННАЯВ, (2) Е СТМ} 
使 得 


IF- Balss <е@-0. 
BAEK}, AGD<A, MYA СС) EEDE Y 
= 0 上 和 jz) 几 乎 处 处 相等 ， 并 且 

| Go(z)- BC в, ар + DATTA et теси), 
q>max(p,1), k>0, |һ|< со; 
| ку ~ Вг). <а Кр + DATA et кесп), 


k>1. 0 
系 1， 系 2 描述 了 函数 的 概 周 期 区 域 展 延 的 情况 。 


3.3。 我 们 来 讨论 Степанов 引入 的 函数 空间 中 的 一 些 直 接 
定理 。 
若 f(z)ES?-。。 定义 连 续 模 
| < k ; 
@ (6, f,S2_.) = sup | zc np '(Ye+m|,, , 
?为 实数 。 
这 种 连续 模具 有 普通 连续 模 的 许多 性 质 。 例 如 ， 
0,00, f, 52.) = 03 Ct, f, ӨР 
对 t 非 降 ; 车 f eS). р>1, W 
O, (ó, f, SPALKO OO, f, Sr. 
Фор О, p>1, WA 
©, (тд, f, 5...) <п^о, (д, f; 92). 
对 S*(A4Az) 也 有 类 似 于 定理 5 的 定理 。 
定理 9. 0765,04), р>1, d>0, 
WAB, Е (E。) 使 得 


° 180, 


I/-5.lss_ <co,(L, f, Sta), 


з |А <d, АЛЕ, BMk, FAR, WEK, CHo, /% 
ж. 0 


sin 
证 明 。 令 m= Haa, К.С) = ( 


тту 
В, гу =-1-[” A,Cz~— uf udu, а= | К,(и)аи, 
д S са 


` па" t 
AD ZOD T(r (9). 


容易 证 明 B。€ (Е.). 
为 不 失 一 般 性 ， 设 h=d。 我 们 现在 来 证 明 关 系 式 


2 | Л 
Bletid)= | К. DD) ем 
17-9 i=1 


+ ju)du, с 
为 此 我 们 采用 3.1 节 中 引 理 3 的 证 明 方法 。 由 3.1 节 引 理 2 可 
知 ， 对 任何 有 限 正 数 X 有 
А„(г- и)у/(иўуаи = 0, 
Bag (=a, 4) 
因而 有 
Г “| A.G —-u)fGu)du = 0, 


Пи 
因为 
ае A.G-uyfaodu 
sf А, (2-1 МЕ +id)dt 
+f да-да +1 ст +l = ба! 


j> 
. 131. 


+ А,(2- 1-10) +14)(Т +1, + t)dt 
-т-1, 
=l +I; +13; 


[ај A(z- u)fGu)du = í A.G Край 
r 2% -т 


T+i, —4 + id 
| af А (z —u) f(u)du 
т -4 
d Т+1, 
= ар Au(z+ 和 一 计 ) 
xj(-X+it)d=To 
T+le 4+id 
| af А (2-и) udu 


и Т+1, 
zifaf? A(Z- -it ха =1,. 
由 定理 的 条 件 容 易 证 得 lim =o, 


1=2,.,7。 
因此 有 
B,(z+ id) = иш-1.[° А„(х+14-1—-14у]‹ї + 1d5dt 
T= Cl J-T 


= A ft +idd, 
ША») ЕЙ, ИЖИ О. 

注意 对 Crenanos 范 数 ， 广 义 Minkowski 不 等 式 是 成 立 的 ， 车 
对 任何 {，|t|<co，g《(x，t)ES;-.，p 之 1， 则 有 


| [` өе, ра! | 5;.. <. | 962, t) | S? di, 


只 要 对 几乎 处 处 的 -Ey=c，g《z，+) EL,-。 即 可 。 
由 等 式 ( 米 ) 就 得 
[f(c + id)— В, (+ id)| РР 
1 


< [| Kwou], f, St- 04а 
ры 


<C a(t, у, 54), 


这 里 
otf K) (1+1 1а = ост). 


定理 证 毕 

利用 定理 9 和 第 二 转化 引 理 就 可 证 明 下 面 的 论断 是 成 立 的 。 

设 IDEAA), d>0, Ж у=0 和 y=d 上 分 别 几乎 处 处 以 
fCz)，f《z+id) 为 边 值 ,，f O ES, f ES FP Є5;.,, 
q>r>p>1, l>), 0<&<1<а, J HHB, E (Е. 
|/ ® -BP |S*_ <е(о), е(о)07*%0, ШЖ] M, = 


[ә Pa 
ен, ордена 


(2) 1et tt- ar} 
u 


= T+A, 


вое" ня 


证 法 和 定理 2 的 相同 ， 而 且 有 相似 的 系数 估计 ， 因 为 在 估计 
系数 时 可 以 用 下 面 三 个 引 理 。 
АЗ) EIDES ЖЖ, 
fey= [7 осе вс +E), 
这 里 ADES, Р.Е (ED 5!.,, р>1, IH Крейн 
(参看 [ 7 ])， 则 对 充分 大 的 c> 有 B, Є (BE。) 使 得 


В, ер 
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x I, 


{ес tD 中 et (24+1) ° g(z)dz), 


这 里 a 为 相应 于 g《z) 的 菜 一 参数 (参看 [7 D. 
B°) #7, f” ES? р>1, W3 o>", Ж B,€ (E.y, 


使 得 


#f, r 
| 


С°) 
使 得 


上 7 - B, 


f- B, 


#f,f 


/- B, 


f- B; 


f- B, 


/-в: 


Veta > (то 
ПИ "Хок . 


Й 


Є5°.,, р>1, о> 0, ЯВ, Є (E。) 使 得 


4 Fe Сек 
zo lf t S ОБЕРЕГ. 
O ES D>1, И Х0>0, ЖВ., B3 Е СЕ.) 


3 1 4 
s. < (5 f °", Stas)» 
, < (3 f, 5.) 
Sy=0 20" 2 Vo? у Д 


Є5?.,, р>1, Д]хїс>0, ЖВ,,В;Є(Е.) 


tabo, (1,79, зр), 


х ~ 
ls. < gre (š, f S?o). 


A") 一 C*) 的 证 明和 Axuezep 对 Г! o ИЕ 02391779 
ER). 看 来 这 三 引 理 本 身 也 是 很 有 意义 的 。 

同样 地 由 A°) 可 以 证 得 

D°) #К2)Е$»(А.), р>1, d>0, f(2) 在 y= 0 上 取 实 数 
值 ，Ref 在 As 中 有 界 ， 则 对 充分 大 之 vx 有 Bu。E (E。)， 使 得 


М-ва. «аЛ. DCO Бат 


e 184 ° 


1 
хов + od ° 


由 这 一 结论 ， 应 用 转化 引 理 就 知道 有 : 

设 AESKA), р>1, 4>0, F) ж у= 0 上 取 实 数值 ， 
Ref 在 As 中 有 界 ， 则 对 任何 0<e<d， 和 非 负 整数 P， 了 % (2) 在 
ALAR Mf P ESCA). 


3.4. BIO 在 != e 上 的 任何 有 限 区 间 上 p 次 可 积 ， 则 定义 
лр ал. 


{ иб. 


Mr. = Hm | [езген | 


e 


(关于 1， 参看 59- ,的 定义 。 关 于 这 些 范 数 有 关 的 性 质 和 原来 的 
定义 ， 参 看 [ 11. 

当 p 之 1 时 , 一 般 的 Minkowski 不 等 式 是 成 立 的 。 所 以 对 W?， 
Br 空间， 上 节 的 三 个 引 理 A°) 一 C*) 相应 的 形式 也 是 成 立 的 。 

要 把 定理 9 推广 于 W?，B? 空 间 ， 则 必须 相应 的 广义 Cauchy 定 
理 成 立 。 

定义 设 /(z)EA(A:D ,对 于 任何 > 0,0) EE, CACA, 
л), ЭЁВ. 

limf” + Гара АРТ расо, 1=1,2, 


анна) 
ит |... Hz \4гду= 0, 


则 称 f€ АСА), D 

若 f ESKA, РНИИ, 
Bf e A,CA2,. ЕЖЕ. 

由 定理 9 的 证 法 容易 得 到 

定理 9%"。 设 FE A,CA2D ПЕ, ј=1,2, EPa ALt as 
Staar, Waai RAB? ajo р>1, ИВ. EE). 43 


I -Bole а, < en,f BL), 1=1,2, 


这 里 cs 和 4;,0,f 无 关 


对 c:<c<a: 为 有 界 )， 则 显 
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А k. 
1 1, ) = — 1! 
(Zf, E Da) en, 5 <р () 


х [Се +1һу\к D, 
h 为 实 变数 . П 
Ж, Еу M Еа), 可 以 是 不 同类 型 的 空间 例如， Ea, 可 
以 是 L3.。, 或 59-。,， 而 E%2,, WUE Wa, RB -0a 但 B, HE 
不 变 的 。 
要 考虑 W MB 空间 中 的 误差 转化 一 般 是 比较 困难 的 ， 否 则 
得 的 是 一 些 较 平 凡 的 结果 。 首 先 由 于 W? 和 В? 的 极限 函数 是 非常 
不 稳定 的 ， 而 且 W? 还 是 不 完全 的 空间 (参看 [ 1]，[ 2 0) WA 
Ws 以 及 B? 和 B? 之 间 的 不 等 式 也 很 难 求 得 。 
ЖТЕСЕ.), № 
IO чье" * |, 
这 里 EB，-. 为 W?-. 或 者 B;-.。 ，P 之 1 (参看 [ 6 D. 
由 这 一 不 等 式 我 们 猜测 下 面 结 论 是 成 立 的 ， 
设 fEE,-。， НВ. EE.) 使 得 
lf- Balle, SENO, 


1-0 
Гече), 

° 
ее ша, 


在 y= idk, СД АИЛЕ. 


则 有 G(z) Е А(А.), 1f-Gla,.,=0， 


Е ~ ВЕ, 


3.5。 这 一 节 我 们 讨论 和 概 周 期 函数 关系 更 密切 的 一 些 问题 ， 
EX. 设 /(z)E А(А:), НХНЕМХ>0, [ЕЕ (ACA, 
А), ЭН. 


t+1 
за 2 fG+iapde=0, ј=1, 2, 


Into 
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ма | ово 
Ани 

ME FEUD, ЖЕ / Л рй, 则 称 fEU* 
CA. 

BR, ЖЄЛ), p>1, Ш/ЄШ*(А ), #f€UCA¿ 
ПО(А ш, WEU). 

利用 3.1 节 引 理 3 的 证 法 可 得 

引 理 。 若 f EUCAs;)， 则 广义 Cauchy 定理 成 立 ， 


ed = s.n 


ЖХ. # f {Еу = c 上 任何 有 限 区 间 工 可 积 ， 并 且 对 一 切实 数 
和， 极限 
1 


T+ic 
i ~ika = = 
uma. Jerusa рву. 


存在 ， 则 称 f(z) 在 y= c 上 为 U 概 周 期 函数 。 设 OJ) 为 上 面 极限 不 
等 于 零 的 的 集合 ， 则 简称 f EU{X},-。， 特别 当 {)} 为 可 数 集 {,} 
时 ， 记 为 1fEU{%,),-.。 集 合 {%} 叫 做 f(z) 在 y=c 上 的 Fourier 指 


数 ， 相 应 的 1《f) 叫做 f(z) 的 Fourier 系数 ， 形 式 记 号 之 а, (р) 


e! ШИС) ЕУ = c 上 的 Fourier 展 式 。 口 

由 上 面 的 引 理 立 刻 可 以 得 到 

定理 10. Ef ЄО* САЗ) NUA) as Д fE 
9{^},-.„ На, Ф), = а 0,0 

BD Fourier 指数 和 Fourier 系数 都 不 变 。 

注意 ， 当 2 六 0 时 ， 我 们 的 Fourier 系数 的 定义 和 一 般 教 本 上 
的 有 些 不 同 。 

车 fEU{X,),-。， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 把 指数 集 (A, 补 成 对 
称 的 ， 使 得 M-* = -~ X%， 而 让 补充 的 指数 对 立 的 Fourier 系 数 等 于 
零 。 这 时 相应 的 Fourier 展 式 亦 相 应 地 就 改 记 为 


f~ $ ае", 
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EX. 车 空间 E 为 空间 C，S?，W?，B? 之 一 ， 若 fEE， 并 有 
三 角 和 序列 
> Сүзе?" 


ЖЕ НИР f, ШЖК 了 为 王 概 周 期 函数 (参看 [1 和 [2]), 口 
定理 11. BIEU 0U*(A2)nU(X,),- . , d,>0>4,, 

в, «Іа, = Ку<оо, ј=1,2, ФН 

Sert <o, Seic, 


«то 


则 У а, оен" ИИ ВАК НОС (定义 见 


[1])， 并 且 有 误差 估计 


Сб) - Ха, Фе," <K, У ене 
|=, 


LETTES 
+K, > eat, 
henti 
车 /在 Vy= ЕЖЕ, EHC, 5°, W’, В, p>12—, 
则 G 和 /在 BE 空 间 中 一 致 ， 即 lG- fls=0. D 
证 明 。 利 用 定理 10 可 知 对 n 之 0 有 
{а,.Э,-[<Күе'*&, [а;_, (1), -о |< Кае*-"4*, 
故 第 一 个 论断 成 立 。 
利用 B 概 周期 函数 的 唯一 性 定理 〈 人 参看 [ 1] 和 [ 2 ])， 第 二 个 
论断 就 得 到 证 明 。 ER. 
Ж. 在 上 定理 的 条 件 下 ， 若 
K, У емек, > ei” <eln), 
lanti benti 


есі) М0, 
Гао) с, 


6158 


ACt) EK{N%,}《 见 3.2 节 定理 8 后 的 定义 )， 则 GCz) 可 解析 地 延 拓 

到 Au， 并 在 每 条 直线 y= c，1c| 和 d 上 都 是 一 致 概 周 期 函数 
GG)— Ха, G), et 

ЖА, 上 都 成 立 ， 而 且 


sup, key - 5 ав. (fy ве 
„= 


1--. 
а (= (Ру а 
<. асе е) @ 


这 由 定理 8 的 推论 即 可 证 明 。 
因此 ， 只 要 {A,} 满 足 一 定 条 件 ， 例 如 ,上升 的 速度 很 高 ， 则 
f(z) 的 概 周 期 性 区 域 可 以 延 拓 (以 至 到 A4 之 外 去 )。 
定理 12， БУЄ СД) NUCA ПУА}, d,>0>d,, 
Arri №2020, ау СЕНО 无 关 ， а СЛ), -а =К,< 
°, ј=1, 2, 并 且 
Dei соо, Jeni <, 


*-0 .-0 


则 
> as (fy et". 


在 S;-。 中 收敛 于 一 S* 概 周期 函数 G(x)， 并 且 
|s- > ае] I 


2-0 


в 


因而 车 f 在 y= 0 HERENEK, EXS, W’, В, p>12—, 
则 G 和 f 在 E 空 间 中 一 致 ，1G-fls=0. О 


ШЕЯ. 设 S.= D a), ДИВА, - раро, 
hs 
可 得 到 
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. 1 
[S,-S.1,, <eonst, {D a, ro) o 
#-0 bam 


这 一 不 等 式 的 证 明 可 在 [1] 中 找到 (参看 [1] 中 178 页 一 180 H). 
由 5S;-。 的 完全 性 ，E 概 周期 函数 的 唯一 性 定理 和 不 等 式 
|a. - | <K,ets ti, [a fy ,- |< Кае?" 
就 证 明了 我 们 的 定理 。 证 毕 。 
由 转化 定理 EMADI 
系 。 在 上 定理 条 件 下 ， 车 


С 1 
[ > сете еі) | <en), AC EK{N,), 
上 


"+1 


e(t) \0, р>2, 4>0, 
е -iå t t 
| л" : (У соо, 


则 G(z) 实 质 上 在 As 中 是 解析 的 ， 并 且 6(2) ESA), {Еу= с, 
1c|<d， 上 ，G(z) 是 一 致 概 周 期 函数 ， 在 y= а, G?, j= 
0, 1, ++, -1， 是 一 致 概 周 期 函数 ，G'” 是 5? 概 周 期 函数 。 
并 且 

G2)~ Ха, (Р), ое" 
在 A. 上 都 是 成 立 的 ， 而 且 有 


|е" => буа, б, et | 
s 


lans eN 


«ода енот (94. 


这 里 当 |h|<d 时 ， 则 r=0，1，…; 422. |А =, г=0, 1, 
~s k-1BF, 422. w|h|=d, r=k 时 ， 则 2<q<p. D 
显然 我 们 可 以 看 到 ， 在 定理 12 的 条 件 下 ，G % (гу{ку= h, 
jnl<min(ld,1，ld:1)。 上 是 一 致 概 周 期 函数 ，R 为 任何 非 负 整 
数 ， 而 且 当 R 固 定时 ，G (гу Еош1егҖ 1 Fourier 指数 不 因 
hZ, 
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3.6 我 们 来 讨论 概 周 期 函数 构造 的 一 类 直接 定理 。 
定义 函数 H(z) 于 下 ， 


HG)=l1- rei lelt, lz| < 


Hœ =2(1-18)* ‚ло 
H,(z) = 0, || >т 
а sis 
100) = | ние ат. 
这 时 
TCD>0 | Ай =, 


定义 。 若 /在 ! = c 上 任何 有 限 区 间 Z 可 积 ,对 任何 确定 的 N， 
对 |a|<% 一 致 有 


lim +. ° fG rice tio de = 0, 
т--Т 


WNES EV, n 
引 理 1。 车 fEU{N},-eNV,-c， 则 必 


ею = | fostict Ld ЄЎ}, „ПУ, 
ЭЕ (Ае АЛДЕ А «о, ЭЕ. 
а= Ф|, се" нок. 
ТОА 3f€E, ЕС, Sgae №. В. p>12—, WEE, 
If -file<s0, (1, f, E). D 
实际 上 ， 这 些 结论 都 可 由 定义 直接 导出 ， 后 一 不 等 式 之 正确 
性 可 由 
асаа 


推导 出 来 ви. 
由 这 一 引 理 立 刻 就 得 到 
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定理 13。 设 /EU{X,},-.NV,-,， 和 ,4 оо, ФСЕ, EX CU 
=e), 5:-., Му.., Ву... p>12Z—, RA 
|- >, ноа) 


<50,(3, f, в). 

Жито, (0, f, Е) = 0 时 ，f 在 y= c 上 就 是 E 概 周期 函数 。 口 

我 们 知道 ，f 为 E 概 周期 函数 时 , 其 在 BE 中 相应 的 连续 模 ol(0， 
f，E) 一 0，(0 一 0) 《参看 [1] 和 [2])。 上 面 的 定理 说 明 ， 在 一 定 条 
件 下 ， 反 定理 也 是 成 立 的 。 

由 定理 13 容 易 证 明 

Я. Bf, f! "e, fP ЄО(А, },..ПУ,.., №, Гоо, у 
为 绝对 连续 。 若 j， f” ECE, МН В,= У) a eE 


+1 
И в}, (1, f°, В). 0 


由 引 理 1 还 可 得 到 定理 13 的 某 种 加 强 的 形式 ， 

定理 13*， 设 /在 != oj = 1，2，as>a 上 (分 别 ) 属于 Bi， 
Еу С(у= а), 53 =a; Уз=а, В}, р212— GERREK 
可 取 不 同型 的 空间 )。 设 fEU"(A:DnOUUD ПУ, ПУ, а,» 
ЧА, co 时 ， 有 共同 的 B, = „х H, Anaa Ф), еї. 848 


КЕ 


17 Bl: <50, G, f, Ej), j=1, 2, 


то, (ð, f, Ер) = 08}, /f#g= zj 上 是 Bi 概 周期 函数 。 口 
51382. Ж/ЄШ{М„},.., А, оо, 4 
5,62, Р = > a, „С, сев", 
ШЖ /ЄЕ, E3)C(u= ©, s Фе, УР. В, p>12—, М 
[8,6,1 ($ + анну), 0 
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实际 上 ， 


2 sint As tesin мым. t 
se, = ferd дона," dt, 
2 sins А, te вілли Ан +h. t 


ллу ҖӘ?" gt 


в f. 
4, 1А. tAn 
Б 
(参看 [1] 中 65 页 一 69 页 )， 由 广义 Minkowski 不 等 式 引 理 即 得 证 ， 
由 这 引 更 直接 定理 13 和 定理 13* ,并 利用 第 三 转化 引 理 立刻 可 
得 
定理 14。 ИР F's o,f O C€U0,,-. OV... NE HEr, 
还 设 太 1 绝对 连续 。 ЕЖ С(у= с), 52... Wues В! -.,р>1 20 
一 ， 则 当 和 ,ce 时 有 


4 2 тол tA 
(ини) 


ха, ($, ров). ü 


Еа", BS, Ses fo € U*CA220UG0- ПУ, П 
Va ПЕ, ПЕ,;Еџ,ј =1, 2, 是 C(Y = ај), 5-9 Уаз В, 
р>12— ОЖ ШИЙ РГИХЛУ НИ. Жо, OO E 
y=01，4。 的 任 一 有 限 区 间 上 绝对 连续 ， 则 这 时 车 700; 必 有 

В «(а ани) 
x о, (1, 79,8), j=1, 2.0 
定理 14*。 主 要 是 用 到 定理 13 "的 一 推论 ， 

定理 13**。 在 上 定理 的 条 件 下 有 共同 的 
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使 得 
17-15; S= о. (1 ,Bi ),i=1,2. 0 


$4. REM 嵌入 定理 和 其 它 


4.1。 正 如 我 们 在 前 面 多 次 强调 的 一 样 ， 反 定理 实质 上 只 不 
过 是 转化 定理 的 应 用 和 补充 。 有 了 转化 定理 ,只 要 找到 连续 模 (一 
般 的 理解 为 依赖 于 某 参 数 的 一 种 新 的 范 数 ) 的 一 些 不 等 式 ， 则 相 
应 的 反 定 理 就 变 为 不 证 自明 的 了 。 像 这 类 显然 的 形式 ， 我 们 只 举 
几 个 例子 而 不 都 列 出 来 。 

例如 ， 利 用 1.1 节 和 3.2 节 中 关于 CE.) 族 的 不 等 式 和 相应 的 
转化 定理 〈 定 理 1 和 定理 8) 可 得 下 面 的 结论 ， 

车 f EL1-。，p 二 1， 并 有 BoE (BE。) 使 得 

А-В.» <e(0) “0, 


8 2 Л t 
j #-1е'4е (1:41 <, 
9-4 tn а>р, 4>0, WAGO) САСА), G° ФЕ 


Е: (ДО, Согу 在 y=0 上 和 f(z) 几乎 处 处 相等 ， 并 且 
GC) =B., + gG), 
0,0, PP, 11-4) 
=o f" G) вее ( 
ы 0-12‘ і 
ha Ge =} 
这 里 0 为 某 正 实数 ,和 C(t) 为 任何 给 定 的 函数 〔 车 不 特别 声明 我 们 
仍 将 沿用 这 些 符号 的 意义 )。 
当 d = 0 时 ， 我 们 得 取消 G(z) 的 解析 性 的 结论 。 若 P= 4,d = 
r= 0 时 ， 上 面 的 估计 式 还 可 改 为 
oO, P, L30) =0 ff 人) 
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)dt 


车 L? 指 的 是 C 空 间 时 ， 相 应 的 9 在 As 上 应 是 连续 的 。 
_ 当 r>1 叶 ， 上 面 的 结果 对 共生 函 数 也 相应 成 立 ， 这 时 G= 
B。+ 9， G 在 y= 0 上 和 fC 几乎 处 处 ) 相等 ，95" 的 连续 模 满足 相 
同 的 估计 式 。 

在 所 有 上 面 的 条 件 中 ,车 把 LS ,Es,C4s) 相 应 地 改 为 5 和 
S,CAD 时 ， 则 相应 的 论断 也 是 成 立 的 。 

这 是 由 于 这 两 类 函数 空间 都 是 完全 的 ， 而 且 转 化 定理 已 经 奸 
立 ， 所 需要 的 连续 模 的 性 质 (不等式) MELO, 21) 中 的 一 样 
相应 地 成 立 。 


4.2. 现在 来 讨论 多 变量 的 函数 构造 的 一 些 问题。 

用 z= (21, Zo +, Za) = У) ии е,= Ул ейт 

kal hel 

维 复 欧 氏 空间 Z* 的 点 ， ео ТЕО 

定义 。 ИИС ре, КТ, е, ТЕН, WE 
УВЕ = ЕЁ, „хх В, oa WF 

Ме 1С ААЦ, — Оф, „Эр, ae 

只 要 右边 有 意义 ， 这 里 巴 , Сал =, Шр, Sha 
Whar B 色 -4i 之 一 ， 而 且 对 不 同 的 8 可 以 取 不 同类 型 的 空 
м. D 

EX. 车 f(z) Hz k=l, =, mn 为 型 不 超过 wm 的 指数 型 束 
函数 ， йа /Є СЕ), 9 = (915 “ә On) 《参看 L11])， 即 对 任 
MAERED, ЖА = А(е)>0 8 


E САО! 


ІА «Аек: =. | 


引 理 1. 若 fE (Е) ПЕ,, В, = E,..x х, W 


k], 到 (ce "Пд, 


ozp da" 
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E, = Ехо X В, HE, a Шао бан 
Враз ASIZA RAAR RRE, 


заек Зар 


W! 


n 
8182. Ф EENE, E,= Et. x. Ен, Ml 


pt2 |" ETI antara leo, 


21 e oZy" (Е ГЕЯ 


(m) 


ЖЕ, = EpaX x Е, Чт, Ei WL ; 
О И d г, 
Do 9» ОБЖ. O 

这 些 不 等 式 是 一 维 条 件 下 对 多 维 的 推广 , 4 Еа YL o 


p 之 1 时 ， 由 Никольский 等 人 得 到 《参看 [14])， 他 们 的 论述 完全 
ШЕ ЕДИ ЕЕ ЯШЕ 


ch) 
HE kor, Liten’ Еу 入 >>1 之 一 时 ,不 难 证 明 积 空 


МЕ Ella, X x ЕЗ... 是 完全 的 ， 并且 广 义 Minkowski 不 
等 式 成 立 : 
|]! @, ош| < Ме, Dile dt, 


同时 有 
8183. 07, /„ЄЕ,, G, д'»/„/дх®ЄЕ,3Е НҢ. 


df, 
If- МЕ, в. о! о, 
a о) 
E= Е, х ХЕ, , D50021, 1=1, 2, 


则 有 一 函数 F(z) ЕЕ, {Ет [8] RCh, +, Ку, yj=hj， j= 
1，…，m， 中 和 上 了 几乎 处 处 相等 ， 并 对 几乎 AR ДЕ № (т, o, 
ER jos Бы), 9"#-1Е] 
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3z;4-: 存 在 并 绝对 连续 于 y= h. E, НАЗВАНО РОЖЕ дг, = 
G. ЖЕ, и, msn. 0 

这 引 理 的 证 明和 [14] 中 相应 引 理 的 是 相似 的 。 这 相当 于 第 二 
章 1.2 节 中 的 引 理 1， 对 应 于 那里 的 引 理 2 一 引 理 4 也 有 类 似 的 结 
№. 但 是 为 了 角 述 方便 ， 下 面 我 们 都 采用 Cosones 意义 下 的 广义 
函数 和 广义 导数 (参看 [15]), 这 时 过 滤 极 限 的 讨论 就 简单 得 多 了 ， 

引 理 4。 设 f,，1"EE,, G, D'"f,€E,, 

If- fleo, 16-2“ fleo, 

则 G 就 是 /之 广义 导数 ，G= D'n f. ЖЕ, BEs 和 上 引 理 的 相同 ， 
是 任何 给 定 的 r 阶 广义 〈 混 合 》 偏 导数 《在 ReCh h) 上 
йр. D 

这 可 由 Cosones 广义 偏 导数 的 性 质 直 接 推导 出 来 。 利 用 这 一 
引 理 和 引 理 1、 引 理 2、 转 化 定理 即 可 。 

RNAS, 120, = 1,5", т, 为 任何 给 定 的 非 降 的 函数 ， 


TO=, g (D) = Уяр Е, ЖИ, 
i=l 
我 们 将 保留 这 些 符号 的 意义 )。 
定理 15。 设 f€ Ey ox XB? os р;>1, j=1,",m, 并 有 
В; E (Е) 使 得 


If- вено), 


=н А 
є(Фу= H(g(t))`X0, b= ———-——+г,, >р, 
р, аһ 


Хэви 
KT h | 


пе роон), 
ДСС), Hna НЕХ ОЕ ЕЯ JUAL At r А 
义 ) жг, Æl < 14| (车 | 由 | >08) 内 解析 ， 在 R" (0, 
…;0)，G 和 /几乎 处 处 相等 ， 并 且 r= г, + … +rn 阶 广义 偏 导数 
oG 
ori era" 


(m) 


(1) 
ЕБ*= El! ax. x Ess 


ya-dmy 
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д 


Е 
ara (G= Вла |. 20009), 


这 里 Ён „ж, 2511, ОЛИГИН Wi 
=й. 0 

证 明 是 很 简单 的 。 例 如 ， 不 妨 设 1dj|>>0，j=1,…,m， 则 这 
НВ ffe = №, E= l, m, |< 上 是 一 致 收 全 
的 《上 第 一 转化 引 理 和 下 再 1， 引 理 2 的 不 等 式 可 得 知 )， 而 且 对 
SRE RK, Bí 


-i h 


r} <r }=1,+-,ту <r, 
这 时 就 不 难看 到 在 R"(Chi,…,jpn) E |һ;|< |4, |, j=1,,m, 
ò” B тоо 19217 on "的 极限 函数 Gri， ое, НЕК", 
90) 上 Go,…,0 和 f 几 乎 处 处 相等 ， 而 Gr1 ,…;r4 自己 相互 之 间 
的 《导数 关系 可 以 由 引 理 4 反复 推 得 。 对 其 他 的 情况 ， 论 述 是 
相似 的 。 

采用 记号 
ве, f, E) =sup [z< ё ( тет гр |. 


П) 


#feE= Eh. хех Вы, В ion WLG i-i Sri > 
Wbio Brio Di>1 之 一 。 

则 容易 证 得 ， 

1° okCoei, 记 BE)<Cljle， 
CTIA, j, FRAS 

2° в,(лд ер, f,E) <No, 0, f, E); 

3° 若 广 义 导数 0'f/az; 存 在 ， 属 于 BE，o(6 ej, f, E) <0 Or 


4° обе, Р.Е) <20 07,f,E), 1, 

这 些 性 质 的 证 明和 对 古典 的 相应 的 连续 模 的 证 明 是 相似 的 。 
性 质 3* 可 先 对 充分 光滑 的 函数 来 证 明 ， 而 后 在 空间 中 过 渡 到 极 
限 并 利用 竹 质 1* 就 可 得 到 在 广义 导数 情况 下 的 结论 注意， 这 里 
的 导数 不 是 混合 的 )。 

利用 第 一 转化 引 理 ， 由 定理 15 即 得 

定理 15。 在 上 定理 的 条 件 下 有 


о, (2, == E* )=о{в 9 ура! 
+ ))} 
G*=G- Br% 
уо {ee Пос" ра" (2). 
而 当 r= 0, р= 4q1/，di= 0,，1=1,…,m 时 可 改进 为 


моно ора 


4.3. 定理 5 和 定理 9* 对 多 变量 也 是 相应 地 成 立 的 ， 

定理 9**。 若 /(z) 看 作 zj 的 函数 ， 对 z1 EAn ај, 一 致 
ШЕЕ А, CARD, е1, от, ЖНУЕЕ», Ej = Ёш, 
xs x Ë 1229, МЗ = 1, m, Ер Я 
Ід др асо И әр, В. р ARARE A 
类 型 的 空间 )， 则 有 不 因 j” = 1,2， 而 变 的 BiE (Ез) 使 得 


вле, = oÍ 2 s (sa, ) sa 
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转 别 当 有 广义 偏 导 数 01f/971; € Es, 1=1,--,m, F =1, 
2， 时 ， 有 


М-во зуга, tj Gç LL ,Ey )}, 
kj 为 任何 给 定 的 正 整 数 ， 整 数 r; <Ё,. 0 
这 定理 证 明 的 方法 和 定理 5、 定 理 9 的 是 相似 的 。 当 A2 都 
退化 成 直线 时 定理 的 形式 就 更 简单 些 ; 


tm) 


(1) 
Жї, #/ЄЕ= E хех E" ,p>1,1=1,., 


° эт-0 


$ 


91-07 


m, 并 存在 广义 偏 导数 971f/3z11 EE, Е!!_ у! 


1-0? 


у! Ви! ,之 一 〈 对 不 同 的 ! 可 取 不 同类 型 的 空间 )， 则 有 Bz 


ECES) 使 得 
[/-В;\к<С ZZ, ба. Е), 
CHo; j=1,--,m т,/%%. D 
由 此 由 转化 定理 15 和 反 定 理 15* 有 
系 2。 在 系 1 的 条 件 下 ， 车 


1 of 
ME 134 ДА. АЙ = 
> эко % (45, т E)= (DS, 


а= |, V(Ddt<co, 


У = ОШ 6 9, =1-1 +5 
(По ) [УШУЛ +5, 
1<p;<q;<co, }= 1, ‚т, 
则 广义 导数 
а а; УА 
riori” SE нае eB тт-0* 


(jy 
ЯШЕ E URW, ВЭРЧ. 并且 


ao, rt, В) = ole [7 O усас 


дх'+--дх”, 


+ 人)) т=з, т. D 
定义 。 п =В+т» 0<ту<1, j=1,*,m, 广义 偏 导数 
df св, (ЕВ), 


дун; 
{otan Cr, -24 iE, E) midt P<o, 
1=1,,m 


则 称 ТЄН», T= инь). 0 
逐 字 重复 对 有 限 区 间 的 嵌入 定理 的 论述 即 可 得 
яз. ВЕНЕ, Е= ДЕ ҮЕ x В. 
ру21, j=1, е, т, р>0. 车 


0=1- 3+ 下 (让 -二 + 中 >0， 


则 广义 偏 导数 
s - (1) i (m) m 
не "fe, E'= E“ хех Е! 


4>0, 1<p;<q;<co,j=1,2, m, RE Е! u TRL 或 


《对 不 同 的 i 可 取 不 同型 的 空间 ， 对 相同 的 ;要 取 同 一 型 的 


空间 )。 口 

这 样 一 来 我 们 就 把 Haxonbckui 在 [14] 中 得 到 嵌入 定理 推广 到 
相当 一 般 的 形式 ， 而 且 论证 的 步骤 不 尽 相同 。 

系 3 只 不 过 是 系 2 的 一 种 推论 ,所 以 系 2 应 可 看 成 更 广泛 的 苦 
入 定理 ， 它 是 转化 定理 ， 反 定理 和 直接 定理 结合 的 产物 。 由 它 还 
可 推导 出 更 细致 更 复杂 类 型 〈 例 如 还 有 对 数 型 成 分 ) 的 嵌入 定 
H. 但 对 一 般 连 续 模 的 形式 ， 系 2 已 给 出 了 答案 ， 更 复杂 的 形式 
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一 般 说 是 没有 本 质 的 意义 的 。 

定理 9** 的 证 法 和 系 1 的 证 法 实质 上 相同 ， 系 2、 系 3 的 根据 
是 系 1。 系 1 的 证 法 是 定理 5、 定 理 9 在 多 维 情况 下 的 推广 ， 证 明 
的 原则 基本 上 没有 多 大 改动 ， 我 们 来 提 一 下 它 的 证 明 过 程 。 

为 了 叙述 方便 ， 不 妨 设 m= 2。 


А 032 
ГИР Ө 5їп. P 
4 т у] +ь к» o (— 2%), 
“aj 1 S 1 
c= |” ку) шой, Аг D= 200-0 


(Уку, (+), 
]=1,2. 
в. (ут | f Jett + А) С) 
A оаа, 
这 就 是 所 要 求 的 函数 ，B,,.。, © (Бо... ), 


А-В... 1 <с в (FEAE ). 
前 一 结论 可 直接 验证 ， 后 一 结论 的 证 明 过 程 基本 如 下 ， 
Boso, заа) = | | AP DARD 


ha 
{> Ус" EO ÉS fea ttt Za) 


lel 121 
Т k 
Ze p (F) Estat sts) hdt dt, 
o f'o А, k 
AP VAS -p= (2 
+f P. P EDAP ар l> D (=) 
Гс) азу), =l +, 
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n=f А? СВТ, t2)dt,, 
Я ПИ Baok 
ве, ‚= [| aveo S Zeo GN 
= т, 2-1 


ha h 
киң, +з D ODS (Керчи, 
..1 


而 
асаа, „8,006 «С, f AN EDot ef, Б), 
另 一 方面 
= ре ут! (ул, +) 
дө» Ет s 


-fGeuzoldt,, 


Ile <c,| AR авы ef, dta, 


Ci, Ca, HHO, Oz, to t ГЖ. 

这 时 要 完成 系 1 的 证 明 (т=2) 就 没有 困难 了 。 

车 在 转化 定理 中 用 的 不 是 广义 导数 ， 而 用 第 二 章 1.2 节 中 类 
似 的 引 理 来 处 理 ， 则 后 两 小 节 的 结果 〈 至 少 对 非 混合 偏 导数 的 情 
Я) 将 有 更 细致 的 形式 。 
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第 四 章 


解析 函数 的 性 质 与 不 等 式 


$1. 等 角 映 射 的 一 些 性 质 


1.1, 设 D 为 一 有 界 的 连续 统 ，T 为 它 的 边界 ,Ds 为 D (= р) 
的 补 集中 含 无 穷 远 点 的 成 分 。 设 z= p-(@) 等 角 映射 1o|>1 于 D2， 
并 且 


Ф-(@) 


ф_(оо) = оо, lm 六 


=2>0. 


Wla] = R>I 的 像 为 Ps， KAD (或 D 之 内 域 D") 之 外 平 准 
HR. BYDH- ORLEA. 
当 D 为 单 连 通 区 域 时 ， 令 z= 94(o) 为 某 等 角 映 射 lo| <1 于 D 
的 函数 .|ol =p<1 之 像 集 记 为 r;, 称 为 D 之 内 平 准 曲线 , 记 (2) 
为 p+C0) 的 反 函 数 ， 
定义 函数 
тос) = | егсен) ға, 


Ва, Гв), ас, ГОРЯ ВРАГ ERER, 则 定 
x 
408-1) = тахар, Г»), 
+. 
ds(1-p)= maxd(p, г), 
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0906-1) = mindOp, Г»), 

0501-0) = тіпа, гр, 

do(Tp,, Гв) = mind(p, Гк), 
гу, 


а}, Гр = тіпаф, Г), 
rers, 
1.2. 我 们 知道 有 估计 式 


UR- D> R нати 


„Ua о-в), 


G) 
《参见 [1] 中 35 页 一 37 页 )。 


在 一 般 情况 下 ， 只 要 D 的 面积 是 有 限 的 ， 就 有 T= 
(=). 但 这 估计 一 般 说 是 不 够 用 的 。 对 一 些 特殊 的 区 域 D， 
我 们 将 改进 这 些 结果 。 
下 理 ， 若 D 为 一 凸 区 域 ， 则 
оза - > 01-р), 0 


这 结果 的 证 法 与 [1] 中 相应 的 证 法 一 样 ， 只 要 在 [1] 中 所 用 的 
变形 定理 改 用 下 面 的 Gronwall-Lowner 定 理 则 可 。 

F(z), Е(0)=0, Е’(0)=1, HARI 过 1 为 某 一 含有 
原点 的 凸 区 域 ， 则 必 致 


121 
1+ 12712621 


121 
1- [г]? 


1 
че ШУЫ <|F!'(z)| < TT 
(参看 [2] 中 第 297 页 )。 


定义 对 于 区 域 D， 若 其 边界 能够 经 过 十 + 型 的 线性 变换 


变 成 一 个 凸 区 域 的 边界 ， 则 简称 了 为 凸 区域 的 “ 反 像 >。 口 
"206。 


所 以 ， 由 上 面 的 结果 可 以 得 到 
Жі. 若 区 域 D 为 凸 域 之 “ 反 像 *， 则 有 


* 
UR- D>- PT 0. 0 


利用 初等 变换 ， 作为 上 面 二 个 命题 和 不 等 (1) 的 推论 ， 我 们 
系 2。 设 D 为 有 界 连通 的 集合 ， 则 
QR, -=R,)? 
J6RIR r ’ 
车 D 为 有 界 单 连通 区 域 ， 则 

аг; о, рэ? 
著 D 为 一 凸 区 域 ， 则 


bY 
аг, ОКО, -p p> 


车 D 为 一 凸 区域 之 “ 反 像 ?， 则 
аъ, To)> Ы, В... 0 


аһ, Гв,)> 


1.3. ШШ (2) 和 Ш, (2) 在 它们 定义 域 的 闭 域 上 是 连续 的 
《例如 它们 定义 域 的 边界 是 Jordan 曲 线 时 就 是 如 此 )， 这 时 
EX. 分 别 记 Ip(6) =0(6, W., с(Ф:)), “(0 =09(6, 
ч, сб 万 )) 是 下-(z) 在 D;=D;+T 上 和 Wi(z) 在 D=D+T 上 之 
连续 模 。 它 们 相应 的 反 函 数 记 为 I5:C0),*I51C0)。 又 分 别 记 JoC0) 
=0(ð,pP-, cC @|>1)), *00) =®(д,Ф,, c(jo|<1)) 是 9-(0) 
在 loe|>1 上 和 9+(o) 在 lo| 和 1 上 的 连续 模 。 口 
由 连续 模 的 性 质 我 们 可 以 得 到 
引 理 。 车 (区 域 D 和 D2: 之 边界 ) 为 一 Jordan 曲 线 ， 则 有 
D'R- 1)<0(Е- 1) <4,(Е – 1)<750(®- 1); 
+15:61-60)<05(01- pda- р)<*01- р). 0 


1,4. 对 于 光滑 的 弧 D:z= 205), 0451, ЗХ 5501, HIME 
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参数 ， 记 0(s，ZD = arez ALEO 处 的 切线 正 疝 与 正 实 轴 之 
交角 《这 时 我 们 可 选 它 为 s 的 连续 函数 )。 
定义 。 若 gG6， 了 在 0<s<! 上 之 连续 模 oCd)=o(g，6，< 
(LE 49 
[ ePac, со, WiaLe a). 0 


曲线 类 (A) 是 JIamyHoz 曲 线 类 的 一 种 拓 广 。 

ЖХ. 设 T 为 一 逐 段 光滑 的 Jordan 曲 线 ， 其 上 角 点 处 的 内 夹 
ЯЛ аула, era, И ИГЄР.$.(а, В (在 不 会 发 生 误会 
的 情况 下 ， 有 时 也 记 其 内 域 DEP.S.(a,8))， 这 里 

a=min (1, а, +=, а), 
B=min(1, 2-a,, ++, 2-а,), 

若 T 的 每 段 光滑 弧 都 属于 CA)， 则 简 记 TEP.L.(a，B) (或 者 
DEP.L.(a, В)), 0 

我 们 知道 ， 对 于 TEP.S.(1，1)，P:C@)，Y,(z) 在 其 所 定义 
的 闭 区域 上 满足 任何 小 于 1 级 的 Ho6lder-Lipschitz 条 件 (参看 
[4]), МН.Ф;(@)ЕН,, —со<р< + оо, ШЕ 


[И ХЛИ 
0 


在 0<r<1 上 有 界 〈 参 看 [3])、 所 以 这 时 有 
To) =OG1), 
Ki(D)(R~1)' «008 ~ 1)<4(Е- 1) 
<К,(0)(К- 1)!” , 
*K (DX -= p) <U;(1—p)<d;G(1—-p) 
<*K,(D)(1-p)!”, 
REDER, Кү, K,, *K,, *K,5D, :有关 与 R 或 者 p 无 
关 。 

车 TEP.L.《1，1)， 即 TE CA)， 则 由 [551 中 之 结果 不 难 知道 ， 
jp 和 C6)1，| 业 和 Cz) 分别 在 它们 的 定义 域 上 是 界 于 两 个 正 的 常 煌 
之 问 的 ， 也 即 是 说 ，9?:(o)， 更 -(z) 在 它们 的 定义 域 〈 闭 域 ) 上 
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满足 一 级 的 Hilder-Lipschitz 条 件 ， 因 而 有 
K,(D)XR— 1)<0(Е ~ 1)<4(К ~ 1) 
<К,(0)(Е ~ 1), 
*K,(D)G =P) <U- PdA- p) 
<*K, (D) -P), 
К., *K,, Ka, *K,#IR:iKp 2. 
下 面 我 们 推广 这 些 结 果 于 有 角 点 时 的 情况 。 
定理 1 ГЄР,5.(а,, а), а. >0, 则 在 lo|=1 上 9.(0)€ 
Lip., р), BD 
(p Cei tH) ~ pe zs о =O(|h|!:), 
ФГ. Е. (2) Е МрСт., р), В 
|4. Се Сз + Ву) ~— Ш. (265) e = ОСИ] "+), 


这 里 1<p<co， M=min(a, +e, 1), л. = min(. a 


5-е, 1)，es> 0 为 任何 小 的 给 定 的 常数 。 

当 TEP.L.《4;，4-) 时 ， 上 面 的 e 可 以 改 为 零 , 并 且 当 P= 1 时 
定理 也 成 立 。 

(Lip(a，co) 理 解 为 普通 意义 下 的 а 级 Hölder-Lipschitz 条 
Юю. 0 

证 明 。 Ж-РГЕР.$.(а,, а), RÜR H W,C2)€ Lip 
(т, P), 1<р<оо, ИАЖН МНЕ ЗЕ НИД ВЈ. 

设 T 的 方程 为 2= z(s), 0<з<1, s 为 弧 长 参数 。 设 z(s,)， 
2(《32)，*…，2《5,) 为 [之 角 点 ， 其 对 应 的 内 夹 角 分 别 为 xa |, ла,, 
+, ла». 取 

ECZ) = (2-28 ев). (а- 25) 
之 一 单 值 枝 ， 它 把 T 之 内 域 D 变 成 单 连通 区 域 *D (可 能 是 落 在 许 
多 页 的 黎 曼 面 上 )， 其 边界 *Г 显然 是 一 光滑 的 位 于 黎 曼 面 上 的 
Jordan 曲 线 ， 作 *D 上 之 一 映射 函数 o = 9(C8) 了 映射 +D 为 单位 园 !o1 
<1( 在 黎 曼 面 上 的 黎 曼 定理 的 这 种 形式 是 成 立 的 1) X gE 
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等 角 映 射 D 为 Jo1j<<1。 由 于 映射 函数 90(E) 是 很 多 的 ， 我 们 可 以 选 
IEC (DREHER ER Ri, 例如 在 边界 上 三 个 点 
的 值 是 相同 的 或 者 在 域 中 一 点 两 函数 的 值 相同 ， 且 对 应 的 导数 也 
相同 ， 这 时 由 唯一 性 定理 ， 这 两 函数 就 是 相同 的 。 即 我 们 可 以 选 
ОСБ У, (20 = IE (实际 上 不 相同 也 不 要 紧 ， 因 为 这 两 函 
数 的 “连续 性 ”是 等 价 的 ， 而 我 们 的 定理 主要 是 涉及 连续 模 的 )。 

由 于 *D 和 |o| 过 1 都 是 光滑 的 区 域 ， 所 以 9(8) 在 ?上 是 满足 
74 级 H61lder~Lipschitz 条 件 的 ， 这 里 7, 为 任何 小 于 1 的 正常 数 CJJ 
如 可 参看 [3] 和 [4])。 又 由 于 光滑 或 逐 段 光滑 而 不 具有 尖 点 的 曲 
线 的 弦 和 弧 的 长 度 是 无 穷 小 同 级 的 ， 故 有 

IY, CC +h))- ЧУ ,Сг(зу)у| 
=O(|ECz(s +h)) – Е(2($)) |". > 


= "еек", 


г z(t 
ко ун 
х |г(Фу- С) | ау, 
在 这 里 我 们 用 到 |z(t)|= 1 在 角 点 外 是 成 立 。 注 意 被 积 函数 中 除 
СС) ~ 260)“ 一 !: 一 项 可 能 无 界外 ,其 余 因 子 都 是 有 界 的 ;再 
AHIZ = 280 |20], i=1, 2, ++, k, |£ s| <i/2, № 
界 于 两 个 正常 数 之 间 的 性 质 ， 就 有 
|[W.(z(s+h))—- OD "+ 


-of 5 fi" -260 реа} 


-of 三 全 lz) - 2(5;)| Е >а} 
йл): 


-of 5f" uz s| midi} 


=o} |n х] "енжар, 
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利用 推广 的 Minkowski 不 等 式 ， 并 且 选 r: 接 近 于 1， 使 得 "+P 之 1 
(因为 p> D， 令 5= + МН 


2-а 


Ч, (2+8) — АЕО 
< 


T) 


РЕБ 


=0{ [А] >fl | 名 = 


je 


-of m Sfidi posa] lios [a 


(在 p= co 时 ， 这 些 关 系 式 显然 是 正确 的 )。 
当 b 之 1 时 ， 显 然 


Sfidi Žy-s; Е + |= |" )dy=00). 


故 这 时 有 
Ч, (2(5+1)) - Ш, (205) T= Odh. 


而 当 b 之 1 时 ， 设 使 得 |» ty- | 或 | |æo<v<i 
PAPAR WERA 
P 了 入- А + |= |) 
осн, 
2 О то | о |) 


= 001), 
因此 这 时 有 


[PCC + А) — PED гә = ОСА). 
由 于 六 是 可 以 任意 接近 于 1 的 常数 ， 故 在 四 СТАТ, s 
理 的 这 一 部 分 就 已 得 到 证 明 。 


шт, = иң, MP} +1>1, 则 由 已 经 证 得 的 结论 知道 ， 


2-а_ 


在 p= сор}, W,(2)ELip( 一 一 ~-e，co)，zET， 因 此 (由 微 商 


2-а. 


的 定义 出 发 》 不 难 直接 验证 至 ;!(z?)EZL?*CT)。 由 到:Cz)EL2CGT) 就 
ВЖИ ФШ, (2) Є14р(1, р), KA 


WC2Cs+h)) — Ш, (208) = f “че ш 


C AE REO "вис 
у e [Gr] 

所 以 MPERA- PGD r, SIAR (т, 
( 另 一 种 证 法 可 以 利用 [56] 中 的 结果 )。 

这 样 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 。 

当 TEP.L.《a;，4-) 时 ， 所 有 的 证 法 都 一 样 ， 只 要 在 上 面 的 
证 明 过 程 中 取 r; = 1 即 可 。 至 于 可 以 取 r; = 1 这 一 点 ， 我 们 将 要 证 
BB, 

我 们 知道 ， 映 射 边界 为 (A) 类 的 Jordan 光滑 曲线 的 区 域 为 圆 
时 ， 其 映射 函数 〈 在 边界 上 ) 是 满足 1 级 的 Hölder-Lipschitz 条 
件 的 〈 因 其 导数 之 模 界 于 两 正 的 常数 之 闻 ， 参 看 [5])， 因 此 要 能 
够 令 r; = 1， 只 要 证 明 并 的 任何 一 眉 子 弧 属 于 (A》 类 即 可 。 当 然 
*T 是 在 黎 曼 面 上 光滑 的 Jordan 曲 线 ， 但 在 点 ECzCS;))，i= 1,…， 
R 处 附近 可 能 破坏 了 CA) 类 的 特征 。 为 此 , 我 们 要 指出 这 是 不 可 
能 的 。 

不 失 一 般 性 ， 我 们 只 要 证 明 ，*T 上 含有 点 &CzCs,))， 但 不 含 
有 点 &(z(s1)) 和 &(zCss)) 的 任 一 子 弧 *TE (Лу И], 为 叙述 方便 ， 


* 212, 


我 们 设 z(s:) = 0， 即 EC(z(s,))= 0. ТЖ 2 = 0 ДЖ 
+T+，*T_， 而 *T，*T+，*T-。 在 FT 上 对 应 的 像 分 别 记 为 T，T:， 
Toy 

我 们 知道 ，9(s，T) = argz'(s)， 在 z= 0 处 是 不 连续 的 ,在 这 
里 它 有 一 个 第 一 类 不 连续 点 ， 跃 度 为 1- c*， 除 此 之 外 就 是 处 处 
连续 的 了 。 为 了 方便 ,我 们 规定 ECz(S)) = ё, CEE), Д] 
*T 的 切 角 为 

OCs, *T)=Aargë'(z(s)) +argz’ (s) 


= (之 - 1)argz(s) +argE(2(s)) +argE! (2(5)) +0(s,T) 
2 


它 在 s, 处 是 连续 的 。 即 是 说 ，*T 在 ECz(s,)) = 0 处 是 光滑 的 。 

ЖТ, ВТ, 上 ， 由 于 5&1《z(s))，&1《z(s)) 都 是 z 的 不 为 零 
的 解析 函数 ， 故 arg&1(z(s)) 和 args&i(zCs)) 满足 一 级 的 Hölder- 
Lipschitz 条 件 。 而 0C(s，T) = argz'(S) 在 T: 上 (并 不 是 在 全 部 T 上 ) 
对 于 s 的 连续 模 AC6) = o(6，6， сСТ,>>. НЕТ, Е (№, 


W 
° 


另 一 方面 ， 不 失 一 般 性 可 选 弧 长 参数 在 T 上 s>w>>0,argz(0)7 
关 0， 则 这 时 有 
1 
largz(s +h)~argz(s)| = largs| z’ (st)dt 
° 
一 args| zrnat] 
° 
ies 
| "га 
-| arg(1 + 一 -一 一 | 
j z/(st)dt 
° 


=of [i zanas | {= ос. 


总 结 上 面 的 讨论 可 以 知道 ，0(s，*T) 对 s 之 连续 模 0;C(0) (在 
T, 上 部 分 的 ) 满 足 
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j 9:00) шс 
° t А 


局 样 可 以 证 明 ，6(s，*T) 在 T_ 上 之 连续 模 o_(0) 使 得 
с. о (t) 
раке. 


由 于 这 时 *T 已 成 为 没有 和 角 点 的 光滑 弧 ， 即 90Cs，*T) 在 T 上 是 
连续 的 。 于 是 不 难 证 明 ，bCs,*T) 在 T 上 对 s 的 连续 模 o(0)< 2max 
{o-(6)，o+(6)}， 因 而 ， 

C olt) 
Í. 2D di< co 


即 *T 是 (4) 类 弧 。 因 而 也 就 证 明了 *T 的 任何 子 弧 是 属于 CA) 类 
的 。 
定理 证 毕 。 
作为 一 个 推论 我 们 有 
系 。 若 有 界 单 连 通 区 域 DEP.S.(c，8)，cx，p8>0， 则 
ce (В- 1)?2-“*' <UKR-1)<d(R-1) 
<с,(Е-1)'—*, 
CI- CUB- Ed -NS (1-0), 
2>0 为 任 给 定 的 小 常数 ，ci，cz，c1，c 和 R，r 无 关 〈 对 比 CAJ 
中 相应 结果 )。 而 在 DEP.L.(c，8) 时 ，s 可 选 为 零 。D 


同时 ， 我 们 不 难看 出 ?94Co) Єн,,р<—1. 099032), ФА 


就 可 推出 


Тоб) 9} 


о= тах{0, 1—2a ++), 
9> (为 任何 小 的 常数 。 

注意 ， 当 DP + 退化 为 一 逐 且 光滑 СВЕВА Р (4) Ж) 的 
Jordan 弧 时 ， 若 只 考虑 9p- уе, ИЖЕ ЕВ, 
证 法 也 是 相似 的 。 但 车 有 线 积分 ， 则 要 沿 着 弧 线 来 回 各 一 次 ， 这 
轩 要 注意 的 是 在 弧 上 两 岸 的 函数 角 极 值 不 是 一 样 的 ， 所 以 “来 ” 
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与 回 ?的 被 积 函数 是 不 相同 记 。 这 时 9,，4+ RAR а,=0, 
ez 为 弧 线 上 角 点 处 最 小 夹 角 的 角度 。 而 且 有 

e (R- 1) KUR- 1) <4(Е - 1)<c,(R - 1), 
e>0 cl，c 和 R 无 关 。 而 当 T 是 逐 段 属于 (4) 类 时 ， 可 令 e= 0。 


$2. 多 项 式 不 等 式 


2.1。 我 们 用 (P,)# 表 示 mm 个 复 变量 的 n 次 解析 多 项 式 的 总 体 。 
特别 对 于 单 复 变量 ， 就 用 (P,)4 代 替 (P)i。 
设 D 为 一 有 界 的 连续 统 ，P,(z)E (P,)4， 我 们 知道 ， 由 
тах | р,(2)| <M 
则 必 使 得 


тах |p,(z)| SMR" 
«Гу 


(参看 [4 第 12 页 )。 故 由 公式 
Ё\ p.Ct) 


OE | 249-4, гєр, 
ия т -Up(}) 
27rUp( 一 
TAA max pH) < ËL БА тах |p,G)|< 
rep 271 о,(2) тра 
п 
р её! М 
<. 
(0(5)) 
即 是 说 我 们 有 : 
对 于 有 界 的 连续 统 D，p,E (P,)4 导 臻 
k 
IP leen ctil s 
1 | 
(9»(„.)) 
或 者 逐次 地 推导 有 
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Песь, < ( ) Iele. 


(©) 
2.2. DJ ЖОШИЯ, щ2ЄГ;, 0<r<1B, Hit- 
2] =U;G—r) + U, (+ ) 不 会 跑 到 外 平 准 曲线 Pi+x 外 面 去 ,于 是 
由 下 面 两 个 式 子 


соус È! р.) 
ps (z) = ол 


i KEDUL 


!r-z(=UbG-n+U (1) 


dt, 
z€T;, 
Iple, (1+2) Iple <elprlecs,, 
PaE 《ps)4， 我 们 有 


ре с <- ИИ. pisi 
: . 1 
0501-0) + 0%(1)] 


因此 有 Ilr = {farf ore]: 


риф. Сне! эла)? 


«(тосо ре ор ar]. 


所 以 我 们 得 到 
定理 2。 设 D 为 有 界 单 连通 区 域 ，p, € (P,)4， 刚 必 有 
рее <ek! м r д Palle 
& {[, [оза- + u (1 т) } | CD) y 
k=0, 1, +J 0<р<оо, П 


另 一 方面 ， 由 上 节 的 结果 ， 或 者 在 定理 2 中 将 U3(1~r) 换 为 
零 ， 可 得 一 较 简单 的 不 等 式 ， 
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еЁ| 


(4) 


2.3. WTH Jordan 可 求 长 的 曲线 ，D 为 它 的 内 域 ， pn(z)E 
(Pn) 4, 


уро» (mesD+) |2 св. 


р. с=М, 

则 由 最 大 模 原 则 ， 在 F 上 有 一 点 ze 使 得 
[Paz] = М 

利用 不 等 式 


lp 和 ca 和 一 -一 M， 
(4) 


则 有 ре - pzol< |" опа < J. |dz|, 


1 

(т) 

这 里 积分 是 沿 着 T 上 取 的 ，zET。 因 此 有 
ern a —р„(2)| 


с) |! iay, 


>ма- 


所 以 得 到 对 Uo( 工 )<eb 


vp(1)/° es , 
[реса >м (i= u, (z) 2 
п 
Uo(#) 
>м"? 
即 Ina [0+0 рана» 0<р<оо, 
ДӨ) 
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е 


因此 有 lpleno = [аера } 


1 А 
[0 аа 


vol) 


1-1 
[ESRT рае» ржа. 
Ор т 


因此 我 们 得 到 
定理 3。 设 区 域 D 之 边界 7 为 可 求 长 Jordan 曲 线 ，pvE (рә), 
жп 02(1)<е, руга, WA 


t. 
вар п 
Пр, <4[ zD] TANZEN 


0%(2) 


0<р<а<о, D 
利用 2.2 节 的 结果 就 可 得 到 ， 
定理 3*。 在 上 面 定理 条 件 下 


е(р+1) jh 


|p |=: < А| ILA 
1 
Uo(5) 


1 
т 


1 
这 里 0<7, p<, A= ео. , 


AGD=U;G- + DÓ (1). 0 


ж, шр T 退 化 为 一 条 可 求 长 Jordan 弧 时 ， 本 节 定 理 仍 然 
正确 。 


2.4. 设 D 为 有 界 单 连通 区 域 ， 万 =D+TES:Gr，6) (参看 
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第 二 章 定义 )。 对 puE (P, 4, W 

[р. [св = М, 
因而 在 PF 上 有 一 点 ze， 使 得 |ps(zo)| =M. 于 是 存在 一 个 以 zo 为 项 
点 ， 半 径 为 r， 张 角 为 6 的 扇形 ACDC 由 S,Cr, 9) 的 定义 )。 这 时 ， 
对 zE A 我 们 有 


PORZ MOKAS РЕР 


т) 


因而 在 A 中 
[р„С2) |> eero = [Pa (2) —р„(гь)| 


а 1) 12-2 l). 


所 以 可 以 得 到 


ПЕ | |p,Cz)|*dzdu 


(02+) 


e*(p+1)(p+2)” 
这 里 ”要 选 得 足够 大 ， 使 得 Un( 工 )<er。 因 此 得 到 


> 


1 
z +2) ү? 
Ир. св < (Ea DetDy 1р...» OKP 


于 是 我 们 有 
Ире = TID [?|р,|+7°дхау | 
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4-2? ы 
(FeDe) AATA 
8( („)) 
ар. 


即 是 说 我 们 得 到 了 
定理 4。 设 单 连通 闭 区 域 万 E S:(ro，6。)，re，9o>>0，pnE 


Ф), nm 满足 Up (J) <ег,, WA 


1_ 
353-1 


“р. [ағ оз» 


: 
|р. oy < (E Ф+1 +2 ) 


в,(0(1))' 
0<р<4<2, П 


利用 2.2 节 的 结果 就 得 到 
定理 4*+。 在 定理 4 的 条 件 下 


1 
ӨШ Ü (260+ 100+ 2) ) ү, 
ө.(02()) 


这 里 0<r，p<co，4 为 定理 3* 中 所 述 之 常数 。 口 


2.5. 在 这 里 我 们 再 提出 一 类 多 项 式 不 等 式 ， 
定理 5。 设 区 域 D 之 边界 为 可 求 长 Jordan 曲 线 ,， р„Є (Р,)^, 
0<р<оо, WJ 


Iple p cR" (G ае) y CATIES 
这 里 Ar(o)= max |z- a|, коа, 


aeD 是 任意 给 定 的 。 口 
证 明 。 实际 上 ，&= —L b= D+T 之 补 集 D: 映 成 菜 一 个 

Jordan 区 域 G， 而 Tg 变 成 了 Ka。 这 时 对 任何 9CE) € ACG)， 当 R 下 
° 220 ° 


降 于 1 BF, IIll pE ERR. 这 只 要 转化 成 圆 域 的 情况 来 考 
虐 即 可 ， 而 在 圆 域 的 情况 下 ， 即 是 我 们 已 知 的 Hardy 定 理 (24 
С8 854). 
0, (Е) = р,(2), МЕ) = }.(2), МЫ 
QE) /LAE) I E ACG), 

WARNY 
| Q, | 

QC)" [ea 
是 非 降 的 。 因 而 知道 
| р.(2) | 

G-a (2 т 


对 R 也 是 非 降 的 ， 于 是 有 


. " Я 22 
| 4 (Ав(а))? С.С |25 


2 
«к (A) р.н, 
定理 证 毕 。 
ERA: U U(E), Ис = U(E), To= 


т,(2), реге? 39, RIE 
定理 5*。 在 定理 5 的 条 件 下 ， 有 


I. cR (KO (PD Прето 
(=) 
这 里 0<p<q<%. D 
Фа= co， 并 应 用 定理 2， 则 有 
定理 5**。 在 定理 5 的 条 件 下 有 


2 1 

ТОТИ „( Авба) үғү ебр+1) үғе 

Кре ni <R G ) TEET Ар.» crs 
2\ вв 
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这 里 jp 为 非 负 整 数 ，0<r，p<co， 
izen даР, 
ai= v ( H4) + Vlg). D 
#. XTEC), р„Є (Р„)4, 


IPSP leren <enh|p.l.s 1<р<оо, 
&-1, 
pP lrun Kent t? [регу 
р>0, 4>р, 1<q<co, AMEER HREF, R ER> 
q>1, RA 
1-1 
рео Е"? «|р, |а?» 


C1，C2，Cs 和 nn，p;, 无 关 ( 参 看 第 六 章 最 后 证 明 的 不 等 式 )。 


2.6, 在 这 一 节 中 我 们 对 有 理 多 项 式 的 一 些 不 等 式 作 些 注 
в. 


设 D 是 连通 集合 ， 万 是 连续 统 ， 万 之 补 集 K= кк 
单 连通 的 区 域 ， KH gz’ = co, Fagz EK”, 1= 19 


m 


设 z= 办 (o) 等 角 映 射 1ol>1 于 Ko 
zD= $, (оо), a = 9 (00)>0, 
i=1, 2, +, m, 
Ао COB) E д 
这 时 我 们 仍 记 D 的 边界 是 F， 它 的 外 平 准 曲 线 Fa，R>1 是 


š Tes Tev. do| =R), TEKO RAR. 


像 1.1 节 一 样 ， 相 似 地 定义 Uo(R- 1)，do(CR-1)。 
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Oo“ t) ИД 
车 了 是 Jordan 曲 线 (TUATA), Пф (о), 了-(z) 直到 定 
义 域 边界 连续 。 这 时 定义 
TO =069, Зу, ск + TD; 
TO=, $, ев] >10 
106) 为 15C0) 的 反 函数 ; 
15166) = тїп 5:09), 10) = max 00). 
这 时 ， 像 对 单 连 通 区 域 的 情况 一 样 可 得 
五 :CR-1)<Up(R-1)<dn(CR-1)<JoCR-1)。 
相似 地 定义 P.S.(c，B)，P.L.(c，B)。 若 K6OEP.S. (а, 
В), ШрЄР.5, (а, В), а= min(6;), В= тіп(а), Х} T P.L, 
(Co， 有 ) 类 也 有 这 种 关系 。 
对 一 般 连 续 统 万 ， 我 们 有 
Up(R ~ 1)>const, (R ~ 1); 
ЖРЕР,5. (а, В), Ж 
c (R-1)° ° t'<Upy(R-1)<dp(R - 1) 
<c,(R-1)!-:, 
这 里 cl，c:* 和 R 无 关 ，8>0 为 任意 给 定 的 小 常数 ， 当 DEP,L,(o， 
B) 时 ，e 可 以 为 零 。 
而 且 这 时 有 
i) 
$. @ФЕЫРО, р), |6] =1, 


A=min(8+ j-e 1), р>1, 


(Gi) 4 [©] 
№_(2)Є1ір(т, р), ZET, 


1= min am 1), =>0, 


ШИРЕР.Г. (а, B) 时 ，e 可 为 零 ，P 可 为 1。 
记 CR。)“ 为 只 有 有 限 个 极点 ， 而 且 在 每 个 极点 处 的 级 不 超过 m 
的 半 纯 函数 的 集合 ， 即 mn 次 解析 有 理 多 项 式 的 集合 ， 
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HGD ER), REP, 1=1, e, MARARA. XN 
显然 
Сә DT ЄА(К'?УПС(К? +), 
因此 由 极 大 模 原则 有 
ЕЕ 
Ш (су 


«р «1С Сс 
ста 


<lG,Cz| 5» RSL 


所 以 得 到 
定理 6。 在 上 述 条 件 下 
1С.с221са < 16,221. 0 


这 样 一 来 ，2.1 一 2.4 节 中 的 一 些 不 等 式 对 有 理 多 项 式 Gu(2) 
也 有 相应 的 结果 。 例 如 有 
定理 3**。 在 上 面 的 定理 条 件 下 


k 
о |——-—\ 16. Лев» 
U» (5) 
n 


жг ЖИ» 1=тїш СГ), 1 CT) AT ZER, WA n 
WEU (1)<ещ, RNA 


1-1 
IG, ге “ор. J |G Са» го» 
U» (5) 

0<р<9< о, D 
定理 4**。 HD ESC, б), ro 0.>0. 
Us (1)<ег, WE 
ель ("ТР Ni aeetos 
0 u (+ L) 
0<р<9<о, П 
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用 定理 5 的 证 法 可 得 
定理 5***。 在 本 节 所 述 条 件 下 


16 Dere (58090 е, серег» 
ЖХ 0<р<оо, Arla) = max|z—a|, В(а) =min|z—a|, acD 
zel pR ze 


为 任 给 定 的 点 D 
正 像 2.5 节 后 的 注 记 一 样 ， 同 样 对 FE (4) 有 
IEP kee <en [бег 1<р< со, 
И <Я 
р>0, а>р, 1<4<%, 
+1-1 
|o: r о С 


q>p, 1<а<оо, 
后 一 不 等 式 当 R>>1 时 ， 只 要 T 可 求 长 就 够 了 。 这 些 不 等 式 证 明 的 
基础 参看 第 六 章 (定理 12)，。 


$3. 解析 函数 的 嵌入 不 等 式 


3.1。 利用 定理 2， 我 们 可 以 得 到 
定理 7。 若 单 连通 区 域 D 是 Carathéodory 型 的 〈 参 看 [3]， 
[7])， 并 且 对 于 确定 的 p，0<p<co， 使 得 


1 Tordr а 
me D -he зат < 


则 对 任何 f(z)E A(D) 有 
Ио а» „(Рузир|/ Cz) |. 


Нож |, |1» € p(a,) 2%, РИ, a,=1, X 0<p 


<1,1<a,<2571 (这 时 我 们 就 取 a= 25”, D 
证 明 。 若 sup|fCz)| = + oo， 则 这 结果 不 证 自明 。 当 f(z) 在 
D 中 有 界 时 ， 根 据 Farrell 之 结果 (参看 [7] )， 存在 多 项 式 序列 
6225 。 


{2.(z)} 在 D 中 广义 一 致 收敛 于 f(z)， 并 且 ， 


lim max 19= (2) | <зир|/Сг)|, 
5 йе 


neo ze 


也 即 是 说 ， 
max 1О„(г)| <ѕир|/62)1 + Ems 
И; “ 
lime, = 0, 


由 于 Cn(z) 是 多 项 式 〈 不 管 它 的 次 数 是 多 少 )， 由 定理 2 就 有 


IOP CZL? oA Dmax |О„(г)|, 
zeD 


ЫҢ, т, OPen ОВ, EDP 
GJ РС), Еси ЖШН, loo. 
这 时 对 于 任何 BCD 有 
Mf" Оев ову (mese) 323(| нь 


1 


10 ино} < (тез), 
这 里 p/ 为 任何 小 于 p 之 正 数 。 因 此 ,由 熟知 的 积分 号 下 换 限 的 定理 
知道 


limlf™— О. p = 0, 


一 方面 
I|, оза, (f О cp + | ОЧ? [э о 


<а, (КӨ Оо o; + GmesD)?” О |р, ) 


«а, (О-О р, #М „(Рутах|О„(г)|(тшевр) #77?) 


1 


<а (Ө Фан o+ As „(Фу mes руз”? 
. Gup|/G)| +2„)). 
令 m 一 co， 则 得 到 
Ман mo Aa „Ср CmesD) sup] (2, 
但 由 于 这 式 子 对 任何 Pp’<p 都 成 立 ， 令 p’>p， 则 有 
226, 


ПЕ ооа», »CD)sup! KOIR 


定理 证 毕 。 
把 这 一 结果 具体 化 ， 则 得 到 : 
车 D 为 有 界 的 CarathEodory 区 域 ，f(z) ЄА(Ю), W 


AR1164 ff! TnCr)rcdr 
Wes кйш] en, 


TDH AKIR, 


ШШК < 


4ša,eR1 IK: TpCr)rdr 
Гл O = 

#Carathéodory К DEP,S, (а, В), f(D) EAW), WJ 
当 


sul fel, 


dr 
== ето, Ае тах(1- 20, 0+ @-Ю8р+е 
时 ， 有 与 1(z) 无 关 的 常数 c 使 得 
Ш оное sulfo, 


这 里 e>0, ШШРЕР.Г, (а, В) 时 ， 可 令 e =0。 


车 f(z2) EA(D)，D= 5 D;，Di; 为 单 连通 的 Carathéodory 


1-1 


型 区 域 ， 并 且 š №.Фр<о, М 


ро" 5 Мено ( м „Фр ) 
i=l 
вир| f(2)], 
КЕ зщр>1{], сь=1, ОРУ 1<c,<m, 
3.2. 在 这 一 节 中 将 考虑 上 面 的 结果 中 改 sup|f(z)| 为 


Иов я. 
首先 考虑 Ир оо, 0<a<co 时 的 情况 。 这 时 对 内 平 准 
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曲线 Pr?，0<r<1 上 的 点 子 ， 利 用 |f(z?1* 之 次 调 合 性 有 
KOIA ff ПО 


и—а< UU ba-n 


e ten dn, i= +in, 
< канату || 10148 т, 2+0 


1 
aU- r))? 


因此 有 
тах Ifl <— Дэ í 
ө лісо г) 

由 于 

м | fdt _ ,er;, 


tiyyaa L АЗА 
Í ‹ ; 2л lt— z | етсе) CD ; 


这 里 tCr) =d T'i, г (参看 $1)， 因 此 有 


max |f.) |c ИИ Я 
теге riU (1-7) т()* 


所 以 得 到 
ТЕЛИ |ф; (ге! *) | 0бтах 


srg 


1 
Ву о 


Р 1 
чадена» P oC, P,a) 


с,(,р,9) = Ub G= rb т), 
总 结 上 述 ， 我 们 得 到 
定理 8。 对 于 单 连通 区 域 D (不 一 定 要 求 有 界 )， 车 


_ _ № 1 TpCr)rdr 1 
Ba... GD) = хз f; Cr, p,a) p< 


这 里 0<p，4<co，/ 为 某 一 非 负 整数 ， 
съб, p, D = 0561-7) кю, =d i ГР, MDM 
任何 f(z)E A(D) 有 
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Mh], < ka.s: (D| fl, : (D>. D 
利用 特殊 区 域 的 特点 ， 这 定理 的 具体 化 有 ， 
若 D 为 有 界 单 连通 区 域 ，/(z)E 4A(D)， 则 


ао: 1 T 人， А 
ПА ее ср = 1 #12 32 I plor dr ШИКЕ 
EAO EE о (1-7) 


Ж р>0, а<оо, ө, = $~ akp, 8, = 2(#+ Dp, 而 当 D 


为 凸 区域 时 


р 
А+ 
ШЕ ЕЕ 


л'|: (0) 19% 
1 1 
š {[ СВ ВИ Я 


asni’? 
这 里 0Cp，4<co。 
#РЕР.5. (а, В), f(z)€ АСР), 


max (1-20, 0) +G - 0) (+ k)p<1, W 


ге И, (*) 
这 里 c 和 f(z) 无 关 。 
设 1(z)EA(D), D= 之 Di,Di 为 单 连通 区 域 ,h= У Dao, 
«(р <co, 0<p, q<co, WA 
ое ае э» 


这 里 cv 和 3.1 节 中 的 定义 相同 。 


3.3. 在 上 节 不 等 式 (# ) 中 ，p 是 受 a，B 约 制 的 ,但 用 另外 的 
方法 我 们 可 解 消 这 一 约 制 。 
EE, 设 D 为 有 有 限 连通 数 的 连通 区 域 , 它 的 边界 P 是 逐 段 
光滑 的 ， 并 且 内 来 角 都 大 于 零 ， 则 对 任何 了 D 中 之 解析 函数 f(z) 有 
7% [ео py 
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ЖН0<а<со, 0<р<а/[(2*5-1)а+2*1, HAM (д), в. 
0 

证 明 。 我 们 只 证 定理 对 k= 1 成 立即 可 ,因为 对 k>1 的 情况 可 
用 k= 1 时 的 结果 递 推导 出 。 

不 难看 到 ， 这 时 D 必 是 有 限 个 单 连通 区 域 Di,t= 1，…，m 的 
和 集 ( 可 以 相交 )。 对 于 每 个 Di， 其 边界 Li; 至 多 有 一 个 角 点 z;， 并 
Шагы а ЕО саст (对 于 ci>1, 就 可 以 改 
用 h 个 新 的 光滑 区 域 来 抢 盖 )。 取 m 相 当 大 ， 使 得 每 一 个 Di; 的 直径 
充分 小 (这 时 有 些 D; 可 能 根本 没有 角 点 ， 它 们 本 身 就 是 一 个 光滑 
区 域 )， 以 致 在 w= (z - zi 十 的 变换 下 ,Di; 变 成 单 叶 的 单 连通 的 
光滑 区 域 。 

车 我 们 的 定理 对 每 个 D; 证 明了 ， 即 存在 常数 су = ci(p,g,Di) 
使 得 

IE Drop alfe leros 

则 有 


Wf len Sk |” loop 
<Б аы 


«(5 Мень. 
这 时 定理 对 D 也 就 证 明了 。 因 此 ， 为 了 证 明 本 定理 ， 只 要 证 明 下 
面 特殊 的 命题 即 可 。 
设 单 连通 区 域 D 之 边界 经 过 点 z = 0， 并且 除 这 点 外 是 光滑 
的 ,，T 在 这 点 的 内 夹 角 为 2r，6<a<1，6 为 某 一 正 数 〈 例 如 可 取 
9= min(a;))。 风 对 任何 0<@< о, ТЕЙ с=с(р, а, D), 


它 与 /CEA(D) BR, 0<р<.1., Ш 


i р ое. 
首先 我 们 可 以 看 出 ， 当 a= 184, ВГ 为 光滑 时 ， 这 命题 是 上 
+230, 


节 不 等 式 (*) 的 一 个 推论 (a =8=1，k= 1)， 故 这 时 我 们 的 命题 
无 疑 是 成 立 的 。 现 在 我 们 来 证 明 当 4<t<1 时 这 命题 也 是 成 立 的 ， 
这 里 

2 а- (qt+2)p 
2-р! а+(а+2)р ° 


и=1- ( 


这 时 W = 2 二 等 角 映 射 D 为 一 个 光滑 的 Jordan 区 域 D7/， 利 用 
4= 1 之 结果 于 D' 上 即 有 


Шо = {| 


р 


ам" 1 


(o) |” law’-t|?dudv а 


«а [ее dudo}? рл Фу ш» 
р 


<с/|Ф(0) око» 


= [сон 


D 


Self os 
> 5 ш q q 
н/с) = 90), 0o=p+iv, p<p = (+2) /2 < 


1 1-2 2 E 
= Чаи} 


2 +1=ь «= [+ (a+2)p3/[q- (а +)р1,Жа -0) C- p) 
£ 


s<2, 所 以 
fw | Pi dudo оо, 


于 是 我 们 的 命题 对 u <a<1, 0<р< Ty ,是 成 立 的 、 且 党 


数 内 与 a，p，4 有 关 ， 而 与 1(z) 无 关 《c 和 a 之 关系 可 化 归 和 4 之 关 
系 ， 因 而 最 终 化 归 和 DD 之 总 体 的 关系 )。 


再 考虑 请 <e<p 时 的 情况 。 利 用 映射 函数 o = zF, 则 D 变 为 
一 个 区 域 D'，D” 的 边界 除 w= 0 外 是 光滑 的 ， 并 且 在 w= 0 处 的 内 
夹 角 a’7 满 足 :<a’<1。 根据 上 面 的 论证 ， 对 于 区 域 D”， 我 们 的 


命题 是 成 立 的 。 故 对 于 任何 确定 的 Pp， << 
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оо, = | э) а 
< {wuaop оу. oo 


САГХОИ se ооа 


= ejf уе. о 


这 里 f(z2)= ф, (0) ‚= р+іу,р<р, = (0+2) /2 < 


q+(q+2p ， max 
q—-(q+2)p ' :‹р 


co。 所 以 我 们 的 命题 对 任何 w，p， 当 0<P < а 


сть? Сат): Ей. 

用 相似 的 方法 ， 逐 次 可 证 ， 对 于 任何 正 整 数 m， 我 们 的 命题 
对 忆 <a<1 是 成 立 的 。 选 m 充 分 大 ， 使 得 1"<0, 这 就 证 明了 我 们 
的 命题 。 

定理 证 毕 。 


1 2-4] 2 
—2 


Гі 


n 


s= 


<оо, iii | P dudo < 
27 


р? <a<u 


3.4. 现在 来 考虑 不 等 式 右边 只 涉及 函数 的 实 部 时 的 情况 。 
我 们 有 
定理 10。 设 D 为 有 界 单 连 通 区 域 ，4 宇 1,，0<p<%， 


m. GD) =k, (L): 


0:02) 


"Тоб ( TEG) ү Я 
ч], СОТА d: Fer”) dp <=, 


ЕЮ = Ua- 1257 Е 
则 对 任何 f(z)E AC(D) 有 
IFP le? ут ьар) Ве] (г) 1» (1 
* 232. 


I- IMEC) со «о ФУ Ве/ (г) тл оз, 
(Е=0). 
这 里 r(D =d}, ГР, z =9, 0). D 
在 证 明 中 我 们 需要 
ЭН. № pz) =U(z)+iY(DEAClz|<1)，Y(O) = 0， 
[UGEN <M, REMORCI EPER, М0. 
这 时 有 


м(3) мее 


lere |23 су-) үст. б 
证 明 。 由 
КГ: = U(Ret)(R:—r2)dt 
=], кїт экшн ву ,0<r<R<l， 


V _ 100 _ Е (FURR? – а) віп — 0) 

得 到 TO п] C(R:+rz:-2Rrcos(t — 0) к 
DA 
FA 


«маюс туре ава 
ax (окт навга) 


МОЮ =r?) 
а?л(Е-г)* 


а ENE E 
j sss E 

: 
° (1 +asint г) 


Ея 
а?л(ЕЁ-г)* о (1+#2 2 


M(R) 
SARR -r 


这 里 a? = 4В!/(В-г*. о 则 有 
|27: май. ) 
r (ғ) r) 


, 0<r<1, 
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利用 极 大 模 原则 ， 当 0<r< 二 时 ，| -2 <1 Mz) анж 


nar м(т) ме? 


2-исуа29 ' 0<г<1. 


即 
‚мар 


У (ле!) |226 күм» ав 


моо) 
另 一 方面 ， 显 然 有 


1 
MF) r: + 
故 引 理 得 证 。 
定理 10 的 证 明 
因为 9>1， 这 时 我 们 知道 |Ref(z) |" 是 次 调 合 函 数 ， 因 此 有 
о/о) туг [| кеў (w) | вао 


1-2 105 1-г) 
«атау Re Мн», zE 


即 是 说 


1 
Е ЕТ ВЫ Ра)» 
2ЕГ:. 


利用 上 面 的 引 理 有 


| (1) 2/ 
KORRE р) 
(5) 
2\2 


PEO авес, 
о 1-~ 


这 里 z ET;， 因 而 象 定理 8 的 证 明 一 样 可 得 
Me) -= Inf ео) Nis сро.) Ref) Ne py 
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这 里 证 明了 定理 10 的 第 二 个 不 等 式 。 
对 于 第 一 个 不 等 式 ， 考 虑 


kı ED -. (2) . 
Т] = т. 0 
їе | Срат dt,zET;, 


这 时 加 t-z АГ 之 中 ， 利 用 级 大 模 原 则 有 
123 / Ust v> 
11° (2) |< 1 D + 
КО Се ;人 ) үүтү? 


172 
* ЕС 
[авола oy z€ Tt, 


用 同样 的 方法 (定理 8)， 就 可 证 明 第 一 个 不 等 
对 于 具体 的 区 域 ， 定 理 10 有 许多 特殊 形式 。 
若 D 为 有 界 单 连通 区 域 ， 则 


6132.22 2/atrhUe (1) 2/9 
вм) oo mi 


Bf а але Tort- 3⁄2 к; 71] 
“fn ап теті і. 


若 D 为 凸 区 域 ， 则 


ср, вун 
MpD) 1239—75 ы бег) х 
Е 3 -Tor)rdr 1 二 
<f l= a= | ri- о. 


в D= ZD, DARBE R hp (о оо, А Са) 


EA(D) 有 
П |» o) <С,( Б) ль ФР) Ве 
i=l 
k>1, 
这 里 4 之 1，Co 和 3.1 节 的 定义 同 ， 对 p21, C,=1; X 0<р<1, 
1i<c,<m >, 


4235. 


TQ 41,f(z2)=0, z€ D, 3E.BDJ: 38 BJ, W 
1162) iL? (р <ClRef (г) |. рэ» 
这 里 C 和 f(z) Е A(D) 无 关 。 


车 DEP.S. (a，B)， 则 必 D= S Di, D, CP.S.CGa,, B), Tí 
且 使 得 8; = 1。 故 由 上 面 的 结果 不 难 知道 ， 这 时 若 4 之 0，B 之 0， 


921, 


1- тах(0, 1-24) 


0<р< (+2) 
а 
则 对 fE ACD) 有 
ПАЧ ше соо вео соз, #21, 
这 里 c 和 /无 关 。 


我 们 可 以 看 出 ， 对 于 PEP.S.(c，B8)， 当 
0<p<[1-max(0, 1- 2a)1q/2 
时 有 
\/‹г) -Imf (20) lrt со, све) .0n), 
c 和 fE€ACD) 无 关 。 但 在 这 种 情况 下 得 到 的 结果 是 不 够 好 的 。 利 
用 定理 9 的 证 法 我 们 可 以 得 到 
#11, #ОЕР.5(а,В), а>0, В>0, WA 
IED) = Iaf (Zo) ооо | Ве РС) и, 
这 里 q>1，P 为 任何 小 于 4 的 正 数 ，c 和 fEA(D) 无关 ， 
25ЄФ,(0). O 
这 个 结果 的 证 明 步骤 我 们 不 再 重复 .这 结果 推广 了 Babuška 
的 结果 ， 而 所 用 方法 和 他 也 有 所 不 同 ( 参 看 [9,12,13])。 
同样 的 方法 可 以 证 明 


理 定 12. 设 DEP.S.(c,B)，c>0， в>,а>1,0<р<%, 
则 
IF ое Веер 
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REM EADE. O 
这 一 结果 不 能 像 定理 9 一 样 逐 次 推广 到 高 阶 导数 的 情况 ,因为 
这 里 要 受到 条 件 9>1 的 限制 ， 而 定理 9 中 的 9 是 可 以 任意 小 的 。 


3.5。 在 这 一 节 中 我 们 讨论 线 积分 和 面积 分 之 间 的 不 等 式 . 首 
先 我 们 证 明 一 个 预备 定理 。 
引 理 。 设 9(z)E4A(|zl|<1)nB，0<qa<<co， 则 对 0<q<p 
和 co 有 
H” lI9Cre ?do P< gonn шл = 
(2л(1-т)у ? 
[есед ие, 
这 里 p(e”) 是 pCz) 在 |z| =1 EWA. О 
证 明 。 根 据 所 给 的 条 件 ， 知 道 p(2) 存 在 Blaschke 函 数 bCz)， 
使 得 9(z) =bCz)h《z)， 这 里 h(z)EH,， 在 |2|<1 内 没有 零点 } 
|662) |<1, [21<1, 并 且 在 1z| =1 上 15(z)| 之 角 极 值 几乎 处 处 
为 1 (参看 [3])。 这 时 选 [hk(z)]? 的 一 支 ， 则 显 然 [h(z2) ЄН,, 
因而 它 可 用 Cauchy 公 式 来 表示 : 
[= | {Эш 


"rsr 
"зї 


因而 有 Ik) uah. | (ев) |sd0 


‚ 121<1, 


#4 
== ТУЙ, еен) 1х0, 


即 是 说 JE s er 19(Ce2)1sd6。 


2x(1 
верни Спее) 1*de 的 上 升 性 (Hardy 定 理 )， 有 


1 
П 


(Траен гае = |” loere естенэ 40} 
< max |р(те”у|!7 Hfi oren ao} 


о<ё<: 


5237, 


е 
wi 


二 1 фСее!?) | аө} 


есет чао) 


аі 


И 


引 理 证 毕 。 
有 了 这 个 引 理 我 们 就 可 以 来 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 13。 设 区 域 D 之 边界 为 Jordan 可 求 长 曲线，0<p， 
<>, 
daD) = if? [Ту]! 39 


+ 
o rA- пе <o, 


则 对 任何 Ioer (ва, „17021 "1dz| 对 0<r<1 为 有 界 ， 参 


看 [3])， 有 


с o <, DN и or, 
这 里 f(z) 在 T 上 是 由 角 极 值 定义 的 。 口 
证 明 。 利 用 带 有 权 函 数 的 H5lder 不 等 式 有 


lfl» = NN РСФ, Спе?) |? |p; (те?) | зава? 
ЕА ; 1-4 
SIKI |6; Cre”) |249) 
£ 
e (È lzeen 1 feo, cre”) |do) irar Y 
0 
={ tTa (j едет hecrer) зав ) iar}, 
2 ° 
Жи, (re) = (ге!) (теу, БС) 7 (@, (У) fJBlaschke Ñ 
数 (我 们 不 难看 出 它 是 存在 的 )， 
利用 上 面 的 引 理 则 有 


1 rT. 7-6 
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e (FÈ loce yhe”) do) tar b 


СИ" IT] 
}. ла = р 


ессен севә edo J 


=ó, (DIF |: 
定理 证 毕 。 
现在 来 考虑 具体 的 例子 。 
设 DEP.S.(e, В), а>0, В>0, ИТь( =0001-ғ) 7), 
A=max(0,1-2a+£), £>0, WH 


b= 二 + Суан 1- 2а+2), 


ЯМ p< 0, (0) «оо, МЫ], 
НМ М К %РЕР.$.(а,В), а>0, В>0, X Fa 
0<q<co， 只 要 0<p<24， 则 对 任何 F(z)EE,CD) 有 
УС: ЗУ ler), 
这 里 ce 和 函数 1(z) 无 关 。 
可 以 证 明 ， 对 D 之 边界 TE (4)， 上 面 的 p 可 等 于 29。 
许多 特例 使 我 们 猜测 下 面 更 好 的 命题 是 成 立 的 ; 
车 有 界 单 连 通 区 域 D 的 边界 T 为 可 求 长 的 Jordan 曲 线 , 则 对 任 
А/С) СЕ (р), 0<4<%, 有 
Саз о М On. 
利用 3.2 节 的 结果 ， 显 然 可 以 得 到 ， 
设 D 之 边界 T 为 可 求 长 Jordan 曲 线 ， 对 于 0<qg，p，r<co 和 正 
В, Ip (D)O, (D) <o, MIEC) EEDA 
А let o< a,v, DrD) flier. 


3.6. HAR KJordanjh  ГЕР.5.(а,В), а, В>0, WMA 
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30062) Е e,CD), р>1, Ш 
SR 1002) Hrs, 
ЭХО Ce ЕГЕ ЛАДЬЯ УНИАН, ЭЕНЯЕГЕО (гу € 1^4Г). 


REIO ELT), <E, FEH Hilder 不 等 


式 可 以 导致 

[U Сф, Ce |. о; С (2) s.r), 

这 里 常数 c 和 U(z) 无 关 而 只 和 T，9，p 有 关 ，0<q<p/(2- 有 .于 
是 当 p 之 2- 8 时 ， 我 们 可 使 9>1.。 设 U(z) 是 解析 函数 1(z) 的 实 部 ? 
于 是 由 M.Riesz 不 等 式 有 

(+ Се?) ) -Imf C, C0) NS О Синг 

另 一 方面 ， 我 们 由 Ф, Се!) 的 连续 性 知道 pi{Ce Е 10,27), 


s< 一 二， 再 利用 Hilder 不 等 式 即 得 


1-а 


АС) ~ Imf (9, ODIS 
"|С, (е?) – Imf Cp, (Оно а» 
这 里 0<r<24， 总 之 我 们 得 到 
Ж14. #ГЄР.5.(а,В), а, В>0,/Е A(D),Ref € e,(D), 
р>2-В, WU; 
LEC = на (ео ит Ве Сг), г, z € D, 


这 里 отар, с=с(т,р,Г, zM. 0 


同时 不 难看 出 ， 当 PE (4) 时 ， 可 取 r =p>>1。 


3.7。 我 们 来 证 明 一 个 不 等 式 , 这 不 等 式 的 难 形 见于 
Михлин 的 书 [10] 中 。 但 是 他 在 证 明 中 假设 了 光滑 区 域 的 映射 函 
数 的 导数 的 模 是 界 于 两 个 正常 数 之 间 的 ， 而 只 有 (4) 类 曲线 围 成 
的 区 域 的 映射 函数 才 有 这 一 性 质 。 

对 一 般 光 滑 的 曲线 ，Meprensm 在 他 的 博士 论文 中 曾经 指出 ， 

车 z(s) 是 [之 自然 方程 ，i(s) 是 z'(s) 在 T 上 的 连续 模 ， 当 
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J JD a| > щавеля, e>0 


时 ， 能 够 找到 pCz)E АСР), Ж D=D+T Eg(z2) € Lip(a), 448 
n 次 多 项 式 对 p(z) 在 D 上 的 逼近 度 p(n) 有 


lim sup Y = оо, 


若 所 有 光滑 区 域 的 映射 函数 的 导数 的 模 界 于 两 个 正 的 常数 之 
间 ， 则 映射 函数 必然 在 边界 上 满足 1 级 的 H5lder-Lipschitz 条 件 。 
这 时 由 函数 构 选 的 理论 (参看 第 五 章 $ 1) 知道 , 对 任何 在 D 上 属 
于 Lip(Q) 的 9(z)€ A(D) 之 逼近 度 p(n)， 有 


р(п) =0{ < }. 


这 就 引导 到 矛盾 。 记 以 Maxman 原来 的 证 法 只 对 充分 光滑 的 
区 域 才 可 用 。 现 在 我 们 考虑 一 般 的 情况 ， 并 导出 一 些 其 他 类 型 的 
不 等 式 。 


引 理 1。 设 wo) =$(0) + У a,óo"€ ACG|6|<1), 9”(@) € 
nael 
Е,(|®|<1), p>1, ШЖ 


{Ф(Ф) — Ф(0)|\‹‹ь.<1›<с\дКеф(®)|»(6,: =» 
д д д Өзу» Sa = 
REN- 36’ 3, зу , с=с) MPO) Ж Ж, о 


re =u+iv, D 
йй. до 的 情况 证 明 ， 其 余 结论 的 证 明 是 相似 的 。 
#1<р,<тіп(2,р), MA 


1 


OTOES AAE POCE M 
Sy 1 
ROT pn 

另 一 方面 ， 利 用 Young-Hausdorff 不 等 式 有 
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1 1 
S «ре ра рр Repo) |") 
{Хер «Е | |”, 
@= e”, 
MN, р>, X (1)” <=. 
引 理 证 毕 。 
下 面 的 不 等 式 是 显然 的 
引 理 2, 设 D 之 边界 为 可 求 长 Jordan 曲 线 ，f(z) € AD), 
92) ЄЕ,(0), 0<р<оо, TGC) = д/д" dy" ani € 
LIT). k=k, + +k, СС) Кеў RIMI), JE 
Па.» r, Д7 Dll 
在 T 上 函数 都 由 边界 值 定义 (包括 :GCz))。 口 


HA) - (2) = Г '(z)dz 和 Hilder 不 等 式 可 得 


引 理 3, 设 区 域 D 之 边界 T 为 Jordan 可 求 长 曲线 ,f(z) EAD), 
f(z)EE,4D)，p 之 1， 则 必 有 f(z)Ec(D) ӨР ЕГ 上 绝对 连续 ， 


而 且 当 p>1 时 ,在 Tr 上 还 满足 1 -Ri Halder-Lipschitz 条 件 )， 


并 且 
Аса) ~ fz Ns LF Ca) Nr, 2060, 
c=c(T,p,20) 与 1(z) 无 关 。 D 
下 面 的 结果 是 MExrmaH 不 等 式 的 推广 。 
定理 15。 若 区 域 D 之 边界 FEP.S.(c，8) ,co，B> 0,f(z)EA 
(D), f’ (г) ЄЕ,(р)р>3/(2- 5+ Вз В) ,1<5<(2- В)/(1- В), 
则 有 
IFD ~ 160) |с, Cllrs 
这 里 c =c(T，z。，pP) 和 f 无 关 ，z。E€ D，G 为 Ref 或 I,f，9 =9/0zh 
дундт"дѕ", 220, 1=k, +e +k,，n 是 指 对 于 I 之 法 线 方向 ，。 
为 对 于 I 之 切线 方向 《以 后 都 沿用 这 一 解释 )， 函 数 在 边界 上 都 由 
边界 值 定义 。 口 


. 242» 


证 明 . 为 了 叙述 方便 ， 我 们 只 证 9= -S-i 的 情况 ， 其 余 的 证 明 
是 相似 的 . 
不 难 由 ,Cz》 的 特性 知道 [V1(z)]-!'EL(T),0<r< 


利用 Hi5lder 不 等 式 和 引 理 1 知道 
suplf C2) -f(z)| = sup 19(o) 一 9(0)1 


<c | — |. 


— 
1-B° 


0.2%) 


үөт 
у; у Ігу 


<e |20 |, , Хоер, 0), 


定理 证 毕 ， 

相似 的 还 有 

定理 16。1°. #ГЄР.5.(0, В), а, В>0, f(2)E ACD), 
ГЕЕКР), 4>р/ тп= (20—08 + 28- 3)р+ 20- aß, 


р> » WES’ a) =0, z €D, # 


2-а 
ПРИ SCIC и, 

C 和 f(z) 无 关 ， леа ае 
。 设 I 之 自然 方程 为 2 =2(s)， -和 argz'G) 绝对 连续 ， 


РОМ GS ЄІ/(Г),А>1,822, 70) CAG). POE 


E,(D), (20) =0, =, Р (zo)=0, 必 有 
Мое. СПК,» 
ЭКС, о<А, ò =0"/dx aytan", k, +, =Ë, 
G(z) 的 意义 和 上 定理 的 相同 。 口 
证 明 。 我 们 只 证 法 线 微 高 的 不 等 式 ， 并 设 6 为 Ref, 因为 对 证 
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法 做 一 个 不 大 的 修改 就 可 以 证 明 一 般 情况 下 的 结论 。 
їй Ф(Ф) = fp:(o))， ВЕЛИЖ, АНЯ 
Rece” ’ p’ (@)) = д*Кеф(о) /д"* 对 任何 正 整 数 R 成 立 ， 这 里 0 = 
re'*。 因 而 由 M .Riesz 不 等 式 就 有 
Д С М СУА 


= [еве (р (о) ~ p (0))[ p, 


L (0.28) 
<o arge | 


' , 
L (0.29) 


XHP >R, С, =C,(P.). 
ЖЩГЕР.5. (а, B) 时 的 情况 。 这 时 令 h=1。 注 意 到 9+ Ce'") 


EL" (0,2л),0<т <, [WG €I Q, 0<r< 
1 
яв 则 有 
Мои, ={| юе есето ена) 


e 


1. 
<{| lp’ сеї?) ‹ ido} + LAGEL н, 


0.2я) 
«с |Een] „, 
or |а co.za) 
С oRef Cz) |?" у, 1-Pn Em 
=c {f |L" ссора аа |н 


C1-Phn)r ЖМ, 
<c {песо "а | Сю | „, 
=c | Ref 
29 дп 14гә’ 
ЕЖА, 0-1, р>, (f= D< 


тір +01 =1, t, В, т, 6>1, q=pt,0, 


Ж BB 00 38 — 4 uE, 
+ 244 * 


Ж>1, ЭХ ИЖ (0), Ф’(0>, ++, Ф'® (0) = 0。 

жа 182” (s) 在 T 上 绝对 连续 ， т argz’(s) Е 
LiT), Фе") € L'(0, 2л), Ч\#'(гу&15(Г), #6 
为 推广 了 的 Seidel CMupHoB 定理 ， 后 一 结论 用 同样 的 方法 不 难 
证 明 ( 参 看 [11])。 

另 一 方面 ， 由 于 TE СЛ), ВФ: |, W1] 均 界 于 两 正常 数 之 
间 ( 实 际 上 它们 直到 边界 上 都 是 连续 的 )。 

注意 到 


k 
Кос =ф' (ауф (о) + УФ“ (@)pi(@), 
^^ 


REP (о) аф. (0), +, ФА (90) 的 某 个 多 项 式 ,因而 它们 是 有 
界 的 。 于 是 不 难看 到 

IPD a <С,\ф (еб) a 

Lar) 1 ‹0у2я) 

д*Веф(е!*) | 

war [tann 


-| 


(注意 引 理 3)， 同 样 可 以 看 到 
AR 19 %› R 
д ege ) н.д se, 
Ы Ú 
+ ноо даса), 
这 里 zET，H,(z),…，Hi《z) 均 为 有 界 函 数 。 故 由 上 面 的 不 等 式 
可 得 


сю i Ref (z) 
O | |, ， 
这 时 不 难看 出 定理 第 二 部 分 是 成 立 的 。 
注意 到 引 理 3 和 定理 15 的 第 二 部 分 说 明 ,〔 在 一 定 条 件 下 )f'* 
和 0*G 在 LXT) 中 的 范 数 是 等 价 的 。 
由 本 章 3.1 匠 ，3.3 节 之 结果 可 得 


#1. 设 TEP.S.(@,8), а, В>0, 1(z)E A(D), FE 
E,D), }' (20) =0, z, €D, WIO? EL” (D), 并且 
IO] <6126| ， А 


2 (ту 


йш 0<0,<тах( 21, ПОНИ), 1<s< 


1E, p>s/(s8-s-B+2)，C 与 无 关 . П 


由 本 党 3.2 节 、3.3 节 的 不 等 式 可 得 
系 ?。 设 TEP.S.(《a, В), а, В>0, Г) САСО), [а 
=0, 2 € D, f'(z2)EEAD), 则 
учо. «1/7 ie p, 61961, ° 
ХШС, CHÍA, 0<о<тах(о,, 0,), O, =р/((2"-1)р 
+2771), в, = а-шаха -2а, 092/628 х (2 +10), р, а 
ЗЕ 157, 42>р/0з, о, = (2 - В) (ар+а-р) +р(В-1), 
а 
>в. D 
由 3.2 节 的 不 等 式 还 可 以 得 到 
Жз. 在 定理 15(2?) 的 条 件 下 ， 则 
入 
Дно) Е. (D), 0<0, ‘р 
ГАСИТ «СӘС: у» 


4D) 
C 和 jf 无 关口 
最 后 应 该 指出 的 是 ,$ 3 中 的 不 等 式 还 可 结合 成 许多 新 的 嵌入 
不 等 式 , 特别 是 和 8 2 中 的 结果 交错 地 组 合 可 以 得 到 一 系列 新 的 关 
于 多 项 式 的 不 等 式 。 


$4. Cauchy 型 积分 及 其 应 用 


设 F:z= 2z(s) 为 一 可 求 长 Jordan 上 曲线 ，s 为 弧 长 参数 ， 其 总 长 
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为 I。 在 T 上 是 几乎 处 处 有 切线 的 . 设 p(z) EICT)， 引 用 范 数 
191 = {11026309 |45) 1 оо, 
#000) =0, (ð, p, eD, 5000/2 4<оо, NRE p € Л, (р) № 
用 传统 奇异 积分 的 方法 和 站 "|‖ 意义 下 积分 号 下 的 推广 Minkows -= 
KIKER] eds] < flle lds, MEFA EM. 
定理 17。 ЖФЄЛ, (р), р>1, ИН 


VP. irf ай 
"лї Jr 1-2 


对 几乎 处 处 zET 存 在 ， 因 而 -| ?GD dt，zET 之 内 外 角 极 值 


Гл} i-z 
PD, Cz) 在 Tr 上 几乎 处 处 存在 并 且 有 


Фа) 
FE =V.P. 97|,“ анх Ło), zer, D 


ТТР ODHE, ЯЛ 0) :т>0, 3: Ber 
ата 
205+) ~ 2(5) 
кек ыыы 
用 第 六 章 Faber 级 数 转 化 理论 中 的 记号 ， 这 相当 于 dr( 划 /tj 
定理 18。 若 PE (m) 或 i/dr(t) =О(1), PEAP), р>1, 
WELT). 0 
定理 19。 在 上 面 定理 的 条 件 下 ,有 
að, [*, р = of f Sa. SC ara ol 


Eod) =o, Ct, Ф, D. 

这 些 定理 的 详细 证 明 可 参看 [19]。 由 这 些 定理 可 导出 下 列 结 
jË: 

#1. #T€ (m), о, <, p, |+|)=0(8°) (0<а<1), М 
©, (6, f*, 1-0 =0(0°). жо, p, 1-1) =0(6), ИЕ 
Ap). PEAP), H ° 


foco, fs, pp-a, 0 


|>". 
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#2. ЧЕЛ, (р), p>1, МУЖУ EE 
УР. 1 4f LO t= VG.) 


ri-t, 
对 TI 几 乎 处 处 成 立 之 解 是 
К: а T| Tat 


《 指 几乎 处 处 成 立 )。 当 TE (т), т>ов}, ФЄЇЖ(Г), O 
Жз. 车 TE (т), т>0, 0(t)=0,(t, p, 1+1), foai) 
ligt|/t dt<œ, p>], WAR 


dt Ф@,) 
V.P V.P — qt, = -л2ф 
р ` ть 1 ч) 


在 T 上 几乎 处 处 成 立 。 口 

把 系 2 之 结果 用 于 单位 加 有 

Жа. 在 [0，2z] 上 定义 的 函数 WO) EAP), р>1, ЯР 
方程 


去 | ф(бусо!(-9— 


1, Ja. | Ф(8)д® = p(0,) 


具有 反 转 公式 


= [waya 08) +], Өм = —(0,). 


上 面 二 个 等 式 均 指 几乎 处 处 成 立 。 口 
对 于 |z| 过 1 内 解析 函数 €H, ， Вр Пен) ,对 rEL0, 
UAR, WE 
о = i ве/е'›-© L tZ dork 
_ 1 Ве л. 
=—- | Sor tk, 


xi 
ТЕТЕ 


&，k* 为 常数 。 因 而 有 

系 5。 车 f(z) EHi，Ref《e'*)E Л, (p)，P 之 1， 则 在 |z| = 
上 f(e') 的 p 级 积分 连续 模 有 
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að, f, 1р soff SCD a 2U ш 
+00}, 
并 在 |z| =1 上 几乎 处 处 存在 
isy= 1 Ref(t) Р 
Im/ee = У.Р, -1- | BAO день, 
这 里 o(t) =0, Ct, Ве/(е"), L°P[0, 210), D 
设 实 函 数 g(0) ELO, 2л), 
900) ~ У, (а,соѕп + b,sinn0), 
TMR У Ca,sinn0 — bscosnb) 之 Abel 和 构成 9(6) 23 
g (6)， 它 几乎 处 处 存在 于 [0，2z] 上 ， 但 不 一 定 可 积 。 由 三 角 级 
数 的 理论 知 解析 函数 
i ө 
se =. ВЕ 


的 实 部 在 |z| =1 Е ЛД ДЖАН, BREIZ] =1 E JL 
平 处 处 以 9 (8) 为 角 极 值 ， 至 多 是 差 一 个 常数 ， 因 此 有 
系 6。 #190 Е (р), р>1, И] g(0) ELCO, 2л], 并且 
0, (8, g, 1700, 2а] =o | °G 
+8]. а +00}, 
这 里 0(t)=@i(t, 9, 1710, 11). 0 
这 结果 是 Hardy-Littlewood 定理 [61 的 推广 。 特 别 值得 提 
起 的 是 ， 由 9E A。(1) 导 致 9ELL0，27]， 这 是 熟知 定理 Л 
log*|f| EL, WJ F EL) 的 很 好 一 点 补充 。 


$5. 具有 二 例外 值 的 角 域 函数 


定理 20。 在 复 平面 上 设 在 角 域 A(p，p):|1argz|<9,0<1z| 
<<p 中 解析 的 函数 1(z) 1,2, | (2, | 过 k,n=1,…, 这 里 z,E A(9， 
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Pp) 并 上 且 
1° limz,=0, 
2° lim|z,,,|/1z,12>0, cD) 


8° jargz|<9 一 6 对 某 6>>0 

则 对 任何 给 定 的 充分 小 的 正 数 e，a'(e<Pm，e/<p) 有 
АС) | «МС, в, 2’), 2ЄА(ф-е, p=), 

КНМ, е, ег) ТЕ, е, е т.с) 独立 的 正 的 常数 。 口 

证 明 。 考虑 在 4ACp,p) 中 的 解 折 函数 族 {A(z)}, 户 (z7 关 1,2， 
12.) |<, n=1, 2, =s 这 里 参量 和 形成 一 集合 {和 }, 而 fe 
{f。 定 理 所 要 证 明 的 是 |f;(z)| МСА, е, €), 2ЕА(ф-е, 
P~e/)， 而 M(R，e，e!) 与 无 关 。 

不 失 一 般 性 ， 我 们 设 

D r, <r KPL], |z,| ="; 

2) 这 里 存在 一 常数 >0， 使 得 ra4 1 /rs>7,， п=1,2,+-у 

3) e=e/<min(pr,, д), 

我 们 用 A,(p，p)，1=1，2，…， 记 下 列 区 域 ; 


ra (турп- е) < 2102-0-22) 


largz| <9, 


TAP, р) 08, 
largz| <o, r,pn- 2< |2|«р- 2/2, 
由 条 件 2" 及 1)，2)，3)， 我 们 有 


A(p,p-s)C У) А„(Ф, р), 


a-0 


HTE), AENA 4 


PD, FDE 2 
这 里 zEAu(9，p)。 这 时 户 (z) 在 As(Cp?，p) 中 具有 例外 值 1 和 2， 
因而 形成 Au(p，p) 中 的 正规 族 ( 见 [20])。 


车 定理 不 对 ， 则 {f(z)} 在 AC(g -ce，p -~ 2) 中 不 一 致 有 界 。 因 
"250。 


), n=l, =, 


Эй гє А, (-—е, р), ША, (фе, р), п=1, 2, =-, 并 


НА(Ф- e, вс Z Аср, р), UFa бгз}, K€ (A), 
n=1 2, =. ЕДС е, оу ОГ. BOHATERKI, 
我 们 可 进 一 点 21€ 4s (р-е,0- 2 вом € (n), € {%), 使 得 


y 


Ia "о 
ЖШ, (fa. (22] 的 任 一 子 序列 在 Au (р 2, р) исе 


ЯЗ. 而 由 正规 族 的 定义 ， 我 们 能 选 一 子 序列 {faim G) C 
(fan), ER 
іту, (2) = co 


ЖА (0-5, о- 2) уй, ПНЕ НЕА, міом, 


min . 11: С>, 


'*4„ (09790) 


这 就 得 到 
lf. G, )|>k, РМ, z, € А, (p-e, р), 

由 这 矛盾 即 得 定理 的 证 明 ， 
С Ri 设 /为 一 Jordan 弧 ， 除 经 过 z= 0 外 ， 其 余 全 在 AC, p) 
域内 。 若 1(z)( 关 1，2) АСФ, р) 中 人 解析， 在 1 上 有 界 ， 则 在 
А(ф-е, Pp 一 2/) 中 有 界 。 口 

Hardy-Littlewood 的 一 个 Lindel6f 型 定理 是 ， 车 9(z) 在 
A(9°*,，r") 中 解析 有 界 ，limg《z)=0CzEJ*，z->0)，J" 为 触 2=0 
而 其 余 全 在 4(6"，r?) 内 的 Jordan 弧 , 则 limg(re”)=0(r->0) 在 
101 <0° ~-e 中 一 致 成 立 。 因 此 有 

系 2。 车 f(z) 在 A(m，p》 中 解析 ，f 《2z) 关 1，2，limf(z)=0 
《zEJ，2z->0), 则 limf(re*)=0Cr->0) 在 |9| <p -~ eH -BURL 
这 里 e>>0 为 任何 给 定 的 常数 。 口 
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мл, J 


um g(z) +limg(z), 
z nA 


则 9С2) 在 AG p) 可 取 任何 有 限 复 数 为 值 ， 至 多 只 有 一 个 例 
я. 0 

M.Tsuiji 在 [21] 中 证 明了 下 列 定理 ， 

车 gC(z) 去 0, 在 A(0"，r*) 中 有 界 解析 , 它 在 A(0° в, r° —s#) 
中 的 零点 为 {zCa)}， 则 必 

хор оз, 
因此 ， 由 定理 20 可 得 
系 4。 若 z,E A(9，p) 满 足 条 件 (U)， 并 且 


2128 = co, 
З СУАС, руфт, Н/С) =1, 2, fGz.)=0, n=1, 2, 
…， 则 f(z) 三 0. 0 
23821. 412,6 А(ф, PERFU), В. 


x |2. [S= 
设 {fn(z))} 是 ACP， рН, 并 且 
1.02) +1, 2, m=1, 2, +, 
limf,(z,)=a,, |a,| <А, n=1, => WAEA, p) 


广义 一 致 收敛 。 口 

证 明 。 车 fn《z) 在 A(p，p) 中 不 广义 一 致 收敛 ,由 于 它 形成 一 
正规 族 ， 故 必 存 在 两 子 序列 f(z)，fm,《(z) 分 别 在 AC8,p) 中 广义 
一 致 收敛 于 g(z) 和 h(z)， 而 且 9(2)-№(2) 不 恒 为 零 。 因 为 使 得 
9(2*) = C 的 z*EA(9，p) 必 是 {z2,} 的 极限 点 。 这 里 fm,(z%,)=C， 
m1 为 充分 大 ( 引 自 Hurwitz 的 一 定理 ), 故 由 fn,(2) 取 1,2, ZEA, 
р), #110902) +1, 2, 26 4(9，p)。 类 似 可 证 h(z)Z1, 2, 
2ЕА(Ф, р). IB 5 — 27181,90.) = h(z,) =а,, |g(z,)| = |h(z,)| 
= |a,|<R, n=1, 2, ++, HE20, 196), IhCz)| <MG, 
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г, г’), z€ А(ф-е, p—e!), ИМ 
[g(z)— #(2) | «2МСЕ, e, €’), 

2ЕА(Ф-е, p- e), 

HIC- Aln) =0, {г„}сА(ф-є, р-=/), п=1, 2, es 
导致 9(z) 一 h(z) 三 0， 与 假 矛 盾 ， 因 而 定理 得 证 、 

考虑 在 A(9，p) 中 定义 的 调 合 函数 U(z)， 它 不 取 一 有 限 实 
值 ， 例 如 UCz) 去 一 1， 则 es*' 或 e-”" ”将 不 取 无 穷 个 值 ， 这 里 g(z) 
=0U(《z)+iV(z) 为 一 解析 函数 。 由 定理 20 可 得 

E22, z, CA, РЕЖ, ОЕ A, Pp) 中 
Ма, UG) -1, МАЙЯ 

1) ОС, <, п=1, 2, M YAUM, (k,e, €), 
2ЄА(ф-е, р—/); 

2) #И(2,)>Ё, n= 1, 2,-.., МАЖОС)>МЬ(Ё,е, €), 
2ЕА(ф-е, р-е/), ЖИМ, Ck, е, е), M,(k,e,e!)S5U(z) 
жж. D 

这 个 定理 是 M.Tsuji 一 定理 的 推广 ， 而 且 这 里 采用 的 方法 不 
同 ，M.Tsuji 证 明 当 U>0 于 半 平 面 z>0， 于 C 上 有 界 ， 则 必 在 1z1| 


<t јава «фо, C 为 以 z= 0 为 端点 位 于 x>0 的 一 
Stolz 区 域 的 Jordan 弧 《 见 [22])。 


车 UCz) 在 ACy，p) 中 调 合 ，U(z) 去 ~1， 并 且 
limUCrei°) = limU ге") = 
МЕ re 


a<B, |а|, |В|<Ф, 
Дун 5 2122, О(2ЕА(Ф-е, p-e), Qal, 18|<ф-е) 中 有 
界 ， 因 而 limU(re“) =j 对 9E Га, 8] 一 致 成 立 。 考虑 调和 函数 
Ж Uz)=U(tz)， (0<t<1)， КИЗ В: largz|<o-e, 


Ре" <\г\<о-2е/. BR {U} 是 一 正规 族 。 因 在 B", 
а<атвг<В, 252E! < z|<p-2enhuilimU,(2) =, 并 且 ве 
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CB， 因 而 lmU,(z) =h-z € 8B 一致 成 立 ， 也 即 limUCre”) = 对 


161<9 -一致 成 立 。 所 以 我 们 有 

定理 23。 若 U) 在 АСФ, р) ФЯ, О(2) + -1, FH 
limUGre”) = limUCre'’) =h(a¥ß, lal，|B|<9), 则 limU(re”) 
= 0|<ф- es 一 致 成 立 。 口 

工 .也 .Loomis 曾 得 这 一 结果 的 特例 ， 他 设 U(z) 20, Rez>0 
见 [23])。 


$6. 关于 Poisson 积 分 的 边界 性 质 


这 里 我 们 将 推广 Poisson 积 分 的 Fatou 定 理 呈 和 
设 fC(0) ELL -л, л], 10-0, 
lim ВЕН fe бэ FiO), 


во 一 


lim {OER fe рв, 


6-6,0 


存在 . © 
I= 去 | Коро, t-0dt, 


БР _ 1-7? 
RE г=ге”, 0<r<1y Р(г, Pje трати. 


824. 2-е" (261), 


‚ А А, , 
ACI PA EFO, вау SCO 0602, 


这 里 不 切 于 园 ， XE (- Z, т) а= орто, eI 
交角 。 左 边 来 的 L， 其 人 为 正 。 口 
Ш. 为 简单 计 ， 设 9。= 0。 首 先 对 逐 段 线性 函数 来 证 明定 
理 。 令 
ов = 01:09 +f), 0<0<л, 
726000 +00), -z<0<o0, 


вв = |" ОСОРО, t-t, г=те”, relo, D. 


则 9g(2)_ 1f{" ƏP(r, t—0) 
д6 -去 | .xp д9 dt 


人 aP, t— 0) 
= 去 | .rp 5ч! 


1 аге, 1-0) 
-эЕ]`, особь 


š ов 
= PC r rg 2+0) – 907 01 
¥ KOS" Per, t-0)dt 
+ EWF ре, t-0)dt 
= А+ Kof pe, г)ах 
„БФ "Рет, туа, 
这 里 д Zero- -х+0)-д(т- 0)]。 


2л 


Р зіп kz _ -1 rsinz 
因为 Ро, хат = = p THe 


所 以 我 们 有 
dI) A pO FCO ВЕ fico 
д0 2 元 -+ - , 


75119 
1 + rcos0 ° 


У H B=tg-! 75119 4 te-1 
ZE р 1 — rcos0 Б 


34z=re”—-1(z€ ШЫ], А-0, В->^, 0100) = 100). ЖЕНЯ 
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逐 段 线性 函数 成 立 。 
在 一 般 情况 下 ， 对 hCz)=f(z)，g(z) 有 


MORENU _ u 
© = коро, #6980, t—0)dt, 


2rsinr _ 
二 27cosz” 


这 里 Ко, z)=— 


of(z) _og(2) _ 1 fW- D 
我 人 有 上 人 -2 这 = 去 | [| -f'o)] 


x P(r, t—0)tR(r, t -0)dt 
1 ("ТАС - РО) р, № 
+ 二 | [和 поро, 1-02 


xR(r, t-0)dt, 
一 个 简单 计算 可 证 |1RCr，t 一 0)|<M，M 为 与 "，+，09 无 关 的 常 
数 。 因 此 
|22 - 22 29) < 


< 
xP, t-0)dt + ыз -f; w| 


хР(и, +- 041 =МСК, +K,), 
对 于 K,， 我 们 有 
Kis 二 | коро, t—0)dt, 


g | 0<#<л, 
1 К. = х 

| а ,-1<1<0, 
它 在 t= 0 处 连续 ，K1(0) = 0， 因 而 由 一 已 知 定理 , 34z-=1(z€ L) 
BJ, К,>0. 24094 K.-0, BB 


‚„д/<2) _ 1,0902) _ гр, £ 
lim = lim—= л = | + 
nm 38 үн FD z0 f0] 


+ EFC +72002. 
x 
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定理 证 毕 
采用 记号 


; 
вс = | уса, 
车 对 6= 0,，P4C0。) 存 在 ， 记 1.C9。)。 因 为 
_ 1 ун PE, Df 
faD= 二 | AOPE, t О 


91 [* 
+2 еро, t—0)dt, 
由 定理 24 我 们 有 
Ж. Я/ФЕЦ-л, л], HS OOE, М 
lim Рс) = 7,00.) + /-®,)1 


maci 


ÈLA) 901, 261, 


这 里 ， 工 的 意义 与 定理 24 的 相同 。 口 
对 一 般 Cauchy 型 积分 ， 有 许多 类 似 定理 …”。 
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Е 五 章 


复 变 函数 构造 论 中 的 一 些 定理 


$1. Fekete 多 项 式 和 Мергедян 结果 的 推广 


1.1. 设 D 为 有 界 的 连续 统 ,T 为 其 边界 ，D: 为 其 补 集中 含 
无 穷 远 点 的 区 域 ，Tr 为 D 之 外 平 准 曲 线 ，Di 为 Tk 之 内 域 ,， Dr 为 Tn 
之 外 域 。 

BoP}, п=0,1, 2,3 k=1,2,…,h+1, 为 D 上 的 Fekete 
ARI, Mz PEDER, 142p = otu, 


jenti 


VP 2)= [I 2-2 
izje 
的 模 达 到 最 大 值 (参看 [1] 第 七 章 ， 及 [2])， 记 V。,= У, (01,6, 
0:41), С,(2) = (2-09) (2- 0). (2-5). ЖЖ #J, 


1 бг) __1 1 


nil 
HED, ВЕТ GE) E-z" Хор, 


CO 
因而 有 


1 С,(2) п+2 
Ez бу | бор SD €T. 


当 zE 了 确定 时 ， 不 难看 出 
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[%-(E)] > G,(2) 
Е-2 С. (5) 


对 于 5， 是 属于 4(D2) 的 ， 并 在 Fr, 上 显然 有 


CAORA) (п + 2)p"+? 
5-2 GE | asp elt? 


(参看 第 四 章 8 1 的 定义 )。 根 据 极 大 模 原则 ， 这 不 等 式 在 Dz 中 一 
致 成 立 ， 因 而 当 EE Fe， 有 R>>p 时 ， 由 这 不 等 式 可 以 得 到 


1 С,(2) + n+ 2)p"t2 
R+ < Е 
Ez GE) U0- 
即 是 说 
_1 9.00) | 0+2 (pV? 
lz; ою сыру) „РЕВ, ЕСГ». 


EX. RIC) ED 上 有 定义 ， 对 于 确定 的 zp， 在 Fekete 点 列 
0 ，k=1,…,n+1, 上 和 fCz) 相 等 的 J,Cz)=J,Cz,f,D)E (P,)4， 
称 为 D 上 f(z) 的 (n 次 ) Fekete( 捅 补 ) 多 项 式 . D 

由 插 补 的 理论 ， i 对 f(z) € E (Di), 


_1 f G) /®- = O А 
KOHKOL = „ГС £S 2 2 ds,z€ Di, 


这 里 1(&) 是 1(z) 在 Tr 上 的 角 极 值 ，p,E PV EEREN. 
我 们 不 难看 到 


м nt+2) үр\"*% 
ПР (8) 7] ИФ 


=р,) 1148 |, z€ D, 
或 者 当 f(z) EED), р>1, №, HHölder RERA 


KOREA ey РОТ" p)" 


2xUp(p— 1) 
IO - р.(ЕиРг в. ZED, 
这 里 !CFa) 为 PR 之 长 度 : 
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е: фис) | а 25 me ,d= lm wj, 


总 之 ， 我 们 得 到 
定理 1。 设 D 为 任意 给 定 的 有 界 连 续 统 ，Fa 为 其 外 平 准 线 ， 


руга 之 内 域 ，d= lim | 9-09 | MEN EEDD, р> 


LE 
IF-IC, f, D)|co 


(n+2) олак? 71-4 pyt 
2xUDCp— 1) г (Ф Ше 


=P lep» (1) 


这 里 p,1<p<R，p,€ (P,)《 是 任 给 的 。 口 

读者 不 难 由 第 一 转化 引 理 和 第 四 章 中 的 不 等 式 给 出 |f'"(z) 
- JC, f, Бус, IFP- f, Р)|соў , 1<r<R, 
以 及 一 般 的 上 f 9 Сс) - 79062, f, Dlan, А-а, 


f, р) ler,， 的 估计 的 形式 ， 
在 定理 1 中 ， # sup |1(2)|<М, 我 们 就 有 
R 
2 (п + 2) МаК? DBAs 
sup |f (2) LOISTO DE- R) 2, 
(2) 
把 定理 1 用 到 D+ 上 ，1<r<p<R， 则 有 


ПАС? -1,62, f, D;)llce5t 


(0+2) пан 1-р "+з 
= ] Б) 


М> -pn ы 


(n+2)R? 2лаВ? 71-4 3+2 
> [=] “(外 


2лабр-ғ)? | R-1 | 
У <=) =P er rs) , - (3) 
262. 


1 
T° 


a=lim 2-2 | = 
z=% z | 
特别 当 sup |f| <M ВРТ 


ПАС ~ 2,6, f, Dileh 


(п + 2)р?аМК? үрү" 
<-@<туй-1у (в). ч 


H (2) 式 不 难看 到 


IP w ФР, Dle (Б) nM, б) 


这 里 1C<r<R，R> 0 或 者 0D= 1，R= 0( 对 有 >0 也 相应 成 立 ， 只 不 过 
形式 更 复杂 ， 读 者 可 自 己 由 转化 原则 导出 它 的 估计 式 )， < 可 取得 
Уп, В, ОЖ». Их =1 (这 时 我 们 认定 D + 为 D Ж),Ё 


= 0 之 情况 ， 知 道 当 尺 <1+ 过 时， 由 (2) 这 不 等 式 显然 成 立 ; 而 


ШЕ>1+ 2104, Фр=1+ 二 即 可 导出 (5)。 其 余 的 情况 下 的 不 等 


式 可 由 转化 原则 导出 .在 r= 1，k= 0 时 的 不 等 式 (5) 比 Мергелян 
用 另外 方法 导 的 要 好 些 〈 人 参看 [4]) 。 
利用 第 四 章 $ 1 中 的 估计 式 知道 ， 若 D 之 内 域 为 凸 区 域 的 “ 反 
RWG) 中 之 因子 hn‘** 可 改 为 n***。 若 DEP.S.(a,B), а,В> 
0， 则 可 改 为 0 “+ г>0 (对 DEP.L.(e，B),，e =0)。 
同样 的 思想 ， 由 (1) 式 ， 车 (2) 式 中 之 M 改 为 |f- рл]. сг» 


则 相应 的 因子 n 上 之 指标 就 可 多 加 一 个 (一 地 )。 


1.2. 设 D 为 一 有 界 的 、 不 分 割 平面 的 连续 统 ，D' 为 D 之 内 
域 《 内 点 组 成 之 集合 )。 设 f(z) ECM) NAD), Nj МергелянЕ 
55J 和 [6J 中 指出 有 pn€ (P, “使 得 
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If~ русс <cminre(do(h) +n, h, D)], 
Ecin, h$, o0) =oC6，f，C(D)) 是 f(z) ЖЕР 上 的 连续 
R, nn, h, D ÆPY “对 在 D 之 外 平 准 区 域 D,+4 中 所 有 模 不 大 
于 1 的 解析 函数 在 D 上 之 逼近 的 上 确 界 ，dp № = шаха, Tia), 

根据 上 节 之 结果 ， 我 们 知道 
nt 
nn, h, D) ‘аъ. 


因而 取 h = 918" 则 得 Мергелян 定理 的 转化 形式 ; 


对 于 有 界 的 、 不 分 割 平面 的 连续 统 D， 设 f(z)EC (D) ПА 
D, MEHED Е (P,)“ 使 得 


Урень co(do( ES), f, соу), w 


сп. 


1,3, ШУ. (м) ЛИЙ w >>1 为 D2， 而 当 D 之 边界 了 为 
Jordan 曲线 时 ，9-(Cw) 在 |w| 宇 1 上 连续 ， 其 连续 模 为 Jp(0)=@ 
O, P- w>). 我们 不 难看 到 这 时 有 dp《h)<<JpCh), 因而 
由 上 节 定 理 可 推 得 

定理 2。 设 D 为 一 Jordan 区 域 ,f(z)€E AGD) ПСР), fOe) 
ECD), WEEP, E (Р, 

{/—р„Їс‹в›= о") оь (E=) (7) 
n n 
OOA, f, СФЕР ЕН. D 

实际 上 ， 对 k= 0， 定 理 直 接 由 上 节 结 论 导出 ， 对 A 之 0， 结 论 

可 由 k= 0 时 之 结论 用 周知 的 方法 导出 (参看 [5] 或 [1] 定 理 2.1 之 证 


BJ). 
特别 当 DEP,S. (а, В), В>0, BF, ДАЕ ЕЖЕТ 


Арес = 0{-и=с® (ua fc D), c 


* 264 ° 


=>0. 这 结果 是 MeprensaH 得 出 来 的 (参看 [5])。 
而 由 于 P.L. (a，B) 类 曲线 的 性 质 ,C8) 式 将 变 得 稍 好 一 些 ， 
Ж. 设 DEP.L.(a, В), В>0, f€ A(D), f°” € CD), w 
Р.Е (P,)4 使 得 


If- pile = | (EE) o ((18°)* воскр). 


当世 为 一 光滑 的 不 封闭 的 Jordan 弧 时 ， Мергелян 曾 指出 (会 
看 [5]，[6])， 阁 L 上 定义 的 函数 1(z) 的 次 (线性 ) 导数 f(z) 
在 LZ 上 连续 ， 其 连续 模 为 ou (6) = 00, ,CCL)), 则 存在 p, € 
(Р,>4 

If- рысь = Опко (871+), г>0. 

但 是 ， 根 据 对 逐 段 光滑 曲线 人 性质 的 讨论 ， 我 们 知道 ， 当 1% 
一 逐 段 光滑 不 封闭 的 Jordan 弧 线 时 ， 由 9_(Cw) 在 |w| = 1 上 连续 
性 的 特点 可 得 ，dp(jz) = а, (в) = 0Chs-')， 这 里 Bx 是 的 折 角 中 最 
小 的 角度 〔 当 I 为 光滑 时 就 令 8= 1)，s 之 0; 而 当 了 为 逐 段 属于 (4) 
类 时 ,可 令 e = 0( 参 看 第 四 章 有 关 定 理 的 论述 )。 因 此 由 1,2 节 之 结 
果 可 得 到 ， š 

车 不 封闭 的 逐 眉 光滑 弧 线 L 的 折 角 的 最 小 角 什 为 Br>>0 (在 完 
全 光滑 时 B=1， —ЖВ<Ь, f CECL), jikik CRH) FA 
ЕСО), oð = 00, fH, Са), 则 存在 PE (P,) 人 使 
得 

If- Palei = 00977 ку nrt), е>0. 
而 当 L 逐 段 属于 (4) 时 有 


-plen О) ea, (E, 


1.4. 我 们 现在 来 研究 解析 曲线 的 情况 。 
设 Z 为 一 解析 的 Jordan 闭 曲 线 ,D 为 其 内 域 。 设 f(z) EACD) 


0CCD)， 并 存在 w 的 n 次 多 项 式 Q(w) 及 非 升 的 seCm)， 使 得 
УФ: С») = 9, (и) сом = {EMY}. Ce) 


* 265 • 


由 于 的 解析 性 ，9,Cw》 就 可 适当 地 开拓 到 单位 圆 外 。 也 即 
是 说 ,能 找到 p,R>1,9;Cw) 英 |w|<p 为 ?平面 的 某 一 个 区 域 D。， 
PCD,。，DicTD。。 由 于 QvCw) 在 |w| = 1 上 对 n 和 w 来 说 都 是 有 界 
的 ， 因 此 
ПО, Су) саву = 0Cp"), 
也 即 是 说 
О.ф, C2)) le ab = 000"). сз» 
利用 Fekete 插 补 的 理论 知道 ， 存 在 Ru(z) Є (Pn), E 


О, DR le = ofe, 
令 m= on， 选 0 为 充分 大 的 整数 ， 使 得 ?过 R"， 因 而 存在 数 7, ,0< 
ri<1， 使 得 
Q, HD- К„„(гуЇсъ, = O(ntri), 
因而 又 存在 数 r,，0 <, <r; 1, #8 
ПО. ($+(2>>-В „(св = O(r1). 

现在 作 P,(z)E <Р,)^. щп= о +1, 1=0,1,-.. 0-1, 4 
р.(2) = Roh《z)。 这 时 由 
М> - 0,0,0) 1с = О{є(п)}, 


Ж 
I- К» „Се = O(e(n) +11}. 
因而 有 
IfG)-p,.C)| св = О{є(оЁу+т@*}, 
п=0+1,1=0,1,--.,0-1. 
ВЕНЕ НО", 0А <1, r,<r<1, #8 
I-P, [св = О(е(м) +r}, Ө) 
用 同样 的 方式 我 们 可 以 讨论 在 L*XT), ТЕЗ, 
只 要 注意 loil, 10;| 界 于 两 正 的 常数 之 间 即 可 ， 而 这 时 估计 式 
C 米 ) 相 应 地 变 成 


О Ce sb = O(mp*), Опр"), 
ТЕС ?相应 地 改 为 
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|/eo0,G)- О „Свит 
ЕСФ 90) - ОС) вао а Pel 
这 时 的 结论 (:) 就 相应 地 改 为 
KO AO ATE Д2) - р, С): ғо 
= О{=(№) +7" }, 


总 结 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 到 
定理 3。 设 为 解析 的 Jordan 闭 曲线 ，D 为 其 内 域 ，f(z) СЕ, 
CD),，(f(z)EACD)NI?CD))，0<p<oo，, 并 且 有 w 的 n 次 多 项 式 
О, Су) 
АСФ, См) ~ О, Су) [ево = O(e(n)) 
AUSC- О, Си) оа = O(e(n))), 
el(t) 对 # Е СО, оо) Е, WA р. (2) Є (Р,)4, № 0<А, r<1, 使 
得 
MC) – р, 02). t y = O(e@n)+r*) 
Сә ~р, (2). t o= OLEAN) +" }), 0 
НЖ, = ЖЗ — Жсоъолев 2 НИ СГ), WPA H 
应 的 结果 ， 论 证 的 方法 相同 、 定 理 的 形式 读者 可 自行 列 出 来 。 
由 定理 3 我 们 立刻 可 以 得 到 
系 1。 设 P，D 如 定理 ЗВ, f € Bi(D)，1<p<co， 则 有 
Pa E (P.D 4 使 得 
I/- p. = ol пә (1). 
aaO =0(6, f, МГ). 0 
ULAH — ЖЖ МН Јогдап зд Жн], ЖИВ ЕТ АС ШЕВ FJ Pe nT iÉ 
明 相 应 的 结果 . 
定理 3*。 设 为 一 解析 非 闭 的 Jordan 弧 线 ,f(z) 在 L 上 有 定义 ， 
次 线性 导数 1 人 Cz) E12CL),1<p 壹 co， 则 存在 p, € (P,)4， 使 得 
If- p, ааз = О{п toa (n— 1)}. 
这 里 908) =0(6, [№ „ТАС 
zsuphf Vast+h) fas аға,» 
+>0 
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Гута, ЕШЬ A 2 EBE A Т>0. 0 
由 于 证 法 没有 什么 新 的 困难 ， 这 里 我 们 就 不 再 引 录 了 。 但 当 
Z 为 逐 段 解析 的 非 闭 的 Jordan 弧 线 时 ， 若 Bz 为 其 外 角 《〈 即 折 角 ) 的 
最 小 值 ， 在 上 面 的 条 件 下 是 否 会 有 
If- p, = О(п-*?о,,,(п7?)), 
以 及 1.3 节 最 后 的 结论 是 否 对 中 值 的 情况 也 成 立 , 这 都 是 还 没有 解 
Жї. 自然 ， 若 要 求 的 结论 形式 不 要 这 么 好 ， 则 类 似 的 结果 是 可 
由 Faber 级 数 的 理论 推导 出 来 的 (参看 第 六 章 )。 
我 们 再 引入 定理 3 的 一 个 推论 。 
EX., 记 DC6) 是 D 中 T 的 6 邻 域 ， 对 f(z) ELOD), ж У, 
C,(0,f,D)=C,(Ó,f)= CO) = JFlor D 
系 2。 设 T 和 D 如 定理 3 中 所 述 ，f(z2)E ACD)NL*C5)， 则 有 
PCZ) E《P,)4， 使 得 


I-l =olc,(1,D)1. п 
证 明 ,在 "= 0 把 /(p:6w)) 展 成 短 级 数 


КФ,» = У ам", 


则 有 


Ifc, Си) ~ У) ам | dudy 
hao 


ГАЕП 


= 5 Jal < —_ 72843) -1 < 2 с-ту 

,之 +TS(1 r ) 2 lal Е 
Ш ү2*+3 5-1 < setas party 
«1-ға >11 а 


= (1-72 3)-1 ff |f Cp, Cw)) |? dudy, 


r<lwl<1l 


取 r= 1- НЕА, 则 得 到 w 的 n 次 多 项 式 CCw)， 
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使 得 
Се, С) О.С) азотко = O(e(m)), 


ew=o{ (|| М, суа) ) 
2-11 wi<l 


利用 F 的 解析 性 ， 不 难 证 明 ， 对 o0<oco, 0<p<1, f(z)#*0， 
有 


econ +р"= О} с,(1-,/)}, 
再 利用 定理 3 就 证 明了 系 2。 
我 们 一 直 猜测 ， 对 任何 的 Carathéodory 区 域 D， 设 /С)Є 
ACD) ПІС), р>0, WAP EP)’, 1% 
М-р: ор с,(2,7, ру}. 
但 是 直到 现在 我 们 还 无 法 验证 这 一 般 的 结论 是 否 正确 ， 
1.5。 对 于 定理 3 的 系 2, 推 广 到 用 高 级 导数 的 特性 来 描述 时 我 
们 有 
定理 4。 设 PT，D 如 定理 3 中 所 述 ,f(z)E A(D), FPE 
L+CD)， 风 存在 pr€ (РАВ 
/-\гь=о}](Т)*с.(1,/®,р)у}, п 


为 了 证 明 这 定理 ， 我 们 需要 几 个 引 理 。 
引 理 1。 对 于 gp(w)EA4CIw|<1) 有 

WA |@(ге®) | нап) оф РИЯ 
р>0. D 


实际 上 ,由 于 maxjgCw)| < (£) еі о 
1,1-3 


• 269 > 


模 原则 有 
1 i 1 
| (pcre!) |?dr =| lør”) + | lotre") | 4 
о o 1 
Ж 


1 25 
<= (еши, <›2*+ f lore) | ғат 


由 此 可 得 到 引 理 的 证 明 。 
引 理 ?2。 设 mp(w)EA(Ciw|<1)， 则 下 面 不 等 式 成 立 ， 


1 
ео бю” 


ое 
<o? (1-0)? фана» р>1, 
REwsu+iv, p,p Оу) ФСУ) ЖЖ, Фе (0) = 0, П 
证 明 。 实际 上 
[нна ровон 


аа 


1 2я [1 
< pC te'') | * 4149 г 
<f (f; f wae >| а )' r 


<та- af f |pCtety|*dtd0, 


利用 引 理 1, 知 
leo Сино слит -Fp I<D° 


推广 到 较 一 般 的 区 域 有 
引 理 3。 设 PE(4)，D 为 其 内 域 ，F(z)EACD) nL*(D),p> 
1, WJ 
СУ, F, 0) <С0% (нь, 
这 里 F(z) 为 f(z) 之 原 函 数 ,FE(zo) = 0,2, ЕР, В С= С(р,Г, 2.) 
f, ве». 0 
IE. ФС) = CP, СУ))Ф: (№), Za = Фф, (0), Фет) (W) 


= [odt mham, BRE 
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CO, F, D) = С, Фе Ws-acivicy 
1 
<С,0° ||» 


«собсно 
ЕН ЗГТ 19: Gw) ЕТ ЛЕЛЕ НИКИ. 
定理 4 的 证 明 。 我 们 只 对 &= 1 时 的 结论 证 明 ,对 A> 1 的 证 明 是 
相似 的 。 
ГЭ 7 Јотбап 8, 7/02) EL*CD) ПАС), МНЯ 
之 系 2 得 知 存在 0,(z)E (P,)4， 使 得 


П ОС, (2,77, р)], 

с’ 为 常数 。 因 此 由 引 理 3 有 
с.(в, t-f! ое) <с"вс, (1,7), 

CY 为 常数 。 所 以 再 应 用 定理 3 的 系 2， 知 存在 R,《2)E (P,)4, 使 得 
IE- |, обоза R.Ch: 


1 


<er (L) c(h) 


=f er) 
5 

раб = | Odi +R) 
即 得 定理 的 证 明 。 证 明 中 我 们 假定 了 f(z。) = 0， 但 这 是 不 失 一 般 
性 的 。 


§ 2 统一 逼近 多 项 式 


2.1. 设 D= > WD, «эр2 ЯЕ ЈЕ, D, 


izi 
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i 1,2,…,9, 是 具有 连通 数 m; 的 连续 统 ， 即 它 具 有 补 区 域 + 
š ое. 

Жи яко ЕКО», Da ЕР, НЕКОЕ 
远 点 和 i?2‘1'= со 

BOKOMARA TO, WD 的 边界 为 T= жт», 

ОА > 1А PKO, OPDOEN 
函数 ， 并 规定 


Wp) = оо, gil (оо) = ГРА 
ТТ Ет OT 
= Уге, орда 
j 


CTR = > opp, 
D 之 外 平 准 曲线 为 
Ta = > ‘Гр š > orp, 


设 p 到 Tx 之 距离 为 4(p,TR), 定 义 
ОЕ - 1) = тіпа, Гь), 
pe 
ЕО К‘РЕР, 5. (а, Biiy, minati= В,тіпву= а 《这 时 自然 
0<а,8<1), ДЖРрЄР.5.(а,В)ГЄР.5. (а,В), МЕ ХР.Г. 


(а, ВК. 
BARAI OZ), j1, KARIRA AI {2,}, Я 


zya Dz 52 = (20... z 0200,6, 
='3)5C2) 一 (1)>(2) 
т+т,-1 = z 5773,2. -9+1 一 2 
9 
这 里 л= >Z mi, 
i=l 


FEZN, 20, ат, пу, ÆDER, Wyz 
во 
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ур, т, Әя -BL 
T, 


取 极 大 值 Y,， 这 里 


m= сре, н, |] р-а), 
А: ла j=1, 4-1 

АИ (0°: JHO) Fekete XJ. CATA RETENE — 

的 ， 但 这 对 我 们 的 讨论 无 关 重 要 ， 我 们 以 后 只 选 定 它 的 一 组 


像 对 单 连通 集合 所 证 的 一 样 ， 可 以 看 到 ， 对 zED，fET。， 
р>1, # 


ра 


4 а „уу, Va 


* (01, +, Oas 2, Oas се, OM 
2 (20r) ав: > 
OD = ауа) 
同样 可 得 到 
| 1_ Сб). (9+2) AS 


Е (£ ) 
t-z бс)! 00-1) `R š 
这 里 zED，t ETe，1<p<R。 


设 在 Fa 内 域 Dt 二 D 的 函数 F(z)E ACDi) 能 由 Cauchy 型 积分 
表示 。 


F(t) А 
іс) = 2лі zrl., t-z ==“ #608. 
则 


G, 2 | E(D 
һе, f, D)= af. E- 59] za 26р» 
EU, = 


，2" 为 极点 的 n 次 有 理 多 项 式 ， 我 们 仍 称 为 对 于 集合 
DD 和 函数 (2) 的 Fekete HAMM ZAA 


273 ° 


这 时 同样 可 以 求 得 插 补 公式 
an -2,6, f, D) 


Lf G,G) LF(t)-R, cla, 
= злі G, Œ) t-z 


这 里 zEDt，R,(z)E (RA RAZ, +z, 为 可 能 的 单 极点 (因而 
可 能 以 2” 为 多 重 极 点 ) (关于 (CR,)“ 参 看 第 四 章 2.6 节 的 定义 )， 
R,(z) 是 任 给 的 。 

J.(z2，f，D) 是 在 0"”，(1<i<n+1)， 上 和 f(z) 相 等 的 次 
有 理 多 项 式 《 即 属于 (R,) 人 类 )， 其 极点 不 外 是 { 2%) (可 能 是 
多 重 的 ). 

利用 上 面 的 插 补 公式 很 容易 求 出 J,(z，f，D) 对 f(z) 的 误差 ， 
那 就 是 定理 1 推广 于 有 限 个 复 连通 集合 的 和 集 的 结果 ， 

定理 1*。 在 上 面 所 述 的 条 件 下 ， 对 1<po<R，1<p<co， 


Ф@+2[1(Гә1!7» 
If- 2, leo < ` rU -1 


(2) ЕС - К,Р.» ro 
ЖЛ, = 7,62, f, D), ICTa) 为 ra 之 全 长 。 口 


证 明 方 法 和 定理 1 的 相同 。 
因为 容易 证 明 


2 
la) < т ‚ 1= т, o= тах Pa, 
所 以 又 有 


li-n «НВ (y ү 


e( E ү |F- В. |.» г», 
特别 的 有 


45% 
У - есь «СР Е, стз 
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Си, R, ПЕТ. ro 无 关 。 
而 当 T 为 可 求 长 时 
Nf -Tem «С-В, 
Сп, Е, [Ег г 无 关 .这 估计 式 对 并 4 ARAR 


像 ”( 参 看 第 四 章 81) MOr, e, ого 
也 成 立 ! 而 当 又 加 上 T 为 可 求 长 时 ， 则 有 


1 
пір 
К" 


У - Jaleco; <C ЛЕК, |е» 


Сп, R, ПАРЕ 
ЯЎТГЄР, $.(а, В), WA 


ПЕТА É [F - Вир гуу» 


жсп, R, [Flo ЖЖ, a=3-a- +e, еро) 对 
ЕР.Г.(а, В 42 = 0. 
i Мергелян 的 结果 对 我 们 讨论 的 这 种 由 有 限 个 “多 连 ” 
的 连续 统 构成 的 集合 是 相应 成 立 的 改 用 (R,)4 族 来 逼近 )， 证 明 
和 [ 5 中 对 单 连通 集合 〈 不 割 开平 面 的 连续 统 ) 的 证 明 相似 。 因 
此 有 
定理 2*。 若 D 接 定理 1+ 的 规定 ，D 之 内 点 组 成 的 “内 域 ”为 
De， 设 1(z)ECCD) ACD")， 则 存在 仅 以 (9925) 为 极点 的 R， 
ECR., #8 
У - Все = о (4(218"))1, 
这 里 o(6) 是 f(z) 连续 扩展 到 某 含 D 之 园 域 上 的 连续 模 ，d(h) 
=maxd(P, DP aa a 0 
因而 若 '274? 知 是 Jordan 曲 线 时 ， 我 们 可 以 得 到 
/-®„с‹ь› = о (2(28%)), 
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JO) = тахо(д, Wed, Ca<|wl<r,.)), 
1 


ro 为 某 充分 大 的 数 。 
读者 还 不 难 引 出 当 边 界 为 逐 段 光滑 时 这 定理 的 形式 。 


2.2。 若 函数 f(z) 在 D 上 定义 ， 在 写 D 上 按 某 一 范 数 情 |*| 有 
tp, E (ВАЗЕ еп) Р). 现在 要 问 ， 是 否 能 有 统 
一 的 (不 依赖 于 i 的 ) psE Вор Б КОР |+ ТТ 
f(z) 呢 ? 车 有 ， 误 差 的 级 又 将 如 何 求 ? 现在 ， 就 某 些 情况 下 我 们 
来 回答 这 一 问题 。 

RREO 1 为 下 面 两 种 情况 之 一 ， 

огр», 0<pi<oo 
Охир; = оо, ФИТА ЖК Ор дЕ (р 中 的 任何 
邻 域 具有 正 的 面 性 测度 ， 而 对 Pi = оо, 则 相应 的 范 数 应 理解 为 
„зр 1/62) Ds 


2) (191.0. согу, 0<]р;<оо 
ERE цр; Z coli, А АК Гур, ШИ, 
= sup Ир. 


至 于 5 是 选 1) 还 是 2) 作 为 定义 ,将 是 任意 的 ， 且 和 ;无 关 。 
Фитна К e, 

设 g(z)E A(D;), 1<Е<Е,, R, — Ж. 这 里 我 们 总 
选 Ro 使 得 "Ta 是 相互 分 离 的 。 并 设 g(z ЖИ, IM, H 
g(z) 是 分 区 解析 而 且 有 界 的 。 这 时 ， 根 据 上 一 节 所 述 ， 以 42ztn 
(ял, “5 g, 了 =-1，…，mi) 为 可 能 极点 的 在 D 上 对 9(z) 进 行 插 
补 的 4 次 Fekete 有 理 多 项 式 J,(z) =I, g D), FER 


llgCz) – 1, (2) [сер <спм, 


СЯ, в, МЖЖ. 
利用 这 一 结论 ， 就 可 以 讨论 统一 逼近 的 多 项 式 了 。 
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实际 上 ,车 
<) 90р, (22| = {Pem}, z€ D, 
OPE RD 的 极点 的 极限 点 不 落 在 Р Е, 因而 可 以 找到 
0,02) ECR,)4， 它 们 的 极点 只 在 集合 {'*，z'”} 中 ， 并 且 
WJF) = ЧО, Са) = О{ еб) +1), 0<r,<1. 
这 时 不 难看 到 
IPU 1, 5р CR, 
这 里 R<R,<R。，C, 和 n，R，i 无 关 而 只 与 D，f(z)，R。 有 关 。 
ФЕВ ОС), ЕРЕ 920,0), 于 是 对 应 于 
g(z) 之 Fekete 多 项 式 有 
m‘Ri 


lg(z) -Л»(2, 9, Буск» <C- 


C, 为 与 mM，R1，R 无 关 的 常数 。 选 m = tn 使 得 R'>R，( 因 R>>1， 
所 以 选 ! 为 充分 大 的 正 整 数 即 可 )。 因 而 这 时 有 

IIC) ~ Ј,„С2, g, р) [ср = Опа) = Or;), 

0<r,<r,<1, 
ЧЕН АНЯ {р.(2)}. ШВЕГИ, ti+ DB, $P) = 

Ji(z，9，D)。 则 显然 有 

ligCz) ~ p,G) со = 005) = 04), 

0<r,<r,<1. 
因此 有 

10р, (2) ~ p. (2) сору = О(м"), 0<r<1, 
这 里 pu(z) € (R, ABR ЕЖА {2}, Ор 的 编号 无关， 


它 正 是 我 们 要 求 的 统一 逼近 多 项 式 ， 
DF) = рь 2 = 0{ en) +} 
总 结 上 述 即 得 


定理 5 ” 设 D 满 足 2.1 节 的 规定 ,“"*l|*l 满 足 本 节 的 选择 规定 ， 
对 在 D 上 定义 的 函数 f(z)， 若 有 “np,《z) € CR)4， 它 们 的 极点 的 
极限 点 不 在 D 上 ， 则 有 
Jf- p| = 0 <=}, i=1, +s 9. 
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必 存 在 与 指标 i 无 关 的 p,(2) € (R,)4， 其 极点 只 属于 集合 
492200), 使 得 

Q |/G)-p.G2)|=O( =) к"), i=1, …，9， 
这 里 r 为 某 小 于 1 的 正 数 。 口 

BRATE Ol 之 选择 规定 中 1), 2) 可 相应 地 改 为 
Copones 空间 的 范 数 | 上 и кори wW, POD ， 而 上 定理 
可 相应 地 成 立 ， 且 证 法 相同 。 定 理 详细 的 叙述 和 证 明 留 给 读者 自 
己 去 做 。 

下 面 我 们 举 一 个 应 用 定理 5 的 例子 。 

设 D=D,+…+D,。D, 为 Jordan 解析 曲线 围 成 的 闭 区 域 ， 
DD, 是 一 般 的 Jordan 闭 区 域 ;， 了 :为 P,S.(c，8)，8>>0 型 的 折线 
《Jordan 弧 ); 了 ,为 闭 区 域 ， 其 边界 “FE(C4) 并 且 D，…，D4 
是 相互 不 相交 的 。 设 有 四 个 函数 f(z)，…，f4(2)， 

i) РОЖЕ. ИИ, Л G€ L: (D, 

i) f(z) 在 Ds, 的 内 域 解析 ，f 4”(z)ECCD,) 在 D, 上 之 连 
续 模 为 (0)3 

шу f(z) 在 Ds 上 定义 ， 并 且 线 性 导数 fit (z)ECCD,) 的 
连续 模 为 0 (д); 

iv) «СЕР. МИЯ, Ре? С) ЄЕ,(0,), 1<р<о, 


feo рее), 2л) Æ LO, 2л) 中 的 连续 模 为 


0, (0), PCW) 映 |w| 之 1 于 D4 之 补 集 , Ф Соо) = co, 
这 时 就 存在 统一 的 多 项 式 p, Є (P,)4， 使 得 


СУЯ (1, А, р), 
Ш-т\с‹ь› =o] (a, (282) о, (ль, (28%), 
Ifs- paleco slaja (2), >o, 
И-й con = Орта, (1)}. 
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同样 还 可 以 举 出 许多 类 似 的 例子 。 
在 制作 P,《z) 的 过 程 中 ， 我 们 已 看 出 实现 统一 逼近 多 项 式 的 
一 种 方法 ， 但 这 制作 程序 是 不 明朗 的 。 然 而 ， 在 求 得 定理 5 后， 
我 们 可 以 利用 直 交 有 理 多 项 式 来 实现 统一 逼近 。 而 误差 ， 则 利用 
第 二 转化 引 理 ( 结 合 第 一 转化 引 理 )。 这 时 内 积 
Ф, Mosan t Cf, Mooy te tao Mios 


a;>0 

的 定义 方式 是 多 种 多 样 的 ， 这 里 G Cf, п) Е OD 上 定义 
的 函数 空间 中 的 某 种 内 积 ， 而 可 考虑 的 偏离 也 是 多 种 多 样 的 ， 例 
如 在 一 个 连通 成 分 上 考虑 在 CLC“"*D) 中 的 误差 ， 在 另 一 成 分 上 则 
FEEC OD 中 的 误差 ， 在 第 三 个 成 分 上 考虑 高 阶 导 数 在 
соогу ие, 

还 可 以 看 到 ， 我 们 的 范 数 ‘中 li*l 是 不 限于 前 面 所 指 的 一 些 类 
м, 一般 取 


ке сірә? 1276201, «гу? 
О i 


等 等 来 作 定义 ， 或 者 了 到 上 面 所 提 到 的 各 类 范 数 的 线性 组 合 来 作 范 
数 (只 要 有 意义 )。 当 用 直 交 多 项 式 来 实现 逼近 时 ， 内 积 的 定义 更 
是 多 种 多 样 ， 而 且 可 以 建立 各 种 各 样 类 型 的 直 交 多 项 式 级 数 的 理 
1. 


$3. Bieberbach 多 项 式 及 其 它 


3.1 下 面 我 们 讨论 一 个 结果 ， 它 与 Bieberbach 多 项 式 对 映 
射 函数 的 逼近 度 是 有 关系 的 。 

设 D 为 一 有 界 单 连通 区 域 ，f(z)E AD) NCD), ## p, € 
(P,) 人 使 得 

ПАС) ~—p,C2) с, p; SEN), 
这 里 E(t) 对 tE (0，co) 非 升 ，EC+co) =0, 则 根据 第 一 转化 引 
理 和 第 四 章 的 不 等 式 定理 2 ) 可 得 
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| 4 р. tx. dt 
IDD [ФЕ (р) 
и>1, каре р. (1) 


"(0 +a) 


É R) =M, f) E (Р) Ф 
I) ~ RIC) 
达到 极 小 ， 这 时 我 们 有 
lp:(z)-M; Cz, P llo 2077 (2) - pi (z) leuo 


t 
„хау (2 
< | Оа ад 


~ Іри J, f 
利用 关于 多 项 式 的 结果 〈 第 四 章 ， 定理 4) ША #065, 
(ro ,00), 则 当 0b( 荆 )<ero 时 有 
[р: ~ М; |с о, SCMH), 


со) ЗИ (3) 


RUME, Fow IHD, z=). DZA 
界 T 为 可 求 长 的 Jordan 曲 线 时 ， 我 们 知道 9;Cw) EH,， 并 且 
[U Ie’ce a= 
1 为 之 全 长 。 由 Fejer 不 等 式 ， 我 们 知道 
f pire”) 18-1 


对 所 有 的 6E[0,2z] 成 立 。 


af | 


Вир 


<H(n), 


2 1 
т 
PCP CR 09:09) dudv} 


li Ww) М.о, IPOD < ту» 


|w, <r. 
ЕКО, MERER 
Ip:C2) = M,Çz, f) - р„(г„) + М„(г,,/)| 


max r: А п ФУ 
«соон боту fial (те а 
f l-r’ 
这 里 z2ED 。 车 这 时 选 I(n)( 上 升 得 适当 快 ) 使 得 
max f! ‚(ге al 
сеюру fia liee а-н), CD 
则 有 
1р.62) ~ M,C2,f) = р„(гь„) + М„(г,,/ Ус › 
29(п) 
«< 2509 қи), 
уд gin) 
因此 我 们 有 


定理 6。 若 区 域 DES,(r。 ,9。》 的 边界 T 为 可 求 K Jordan Ill 
R, Ха) САС) ПСО ), FELD), HAPE) 使 


El- Ploos EG), ЕС М, nE 0(2) ег, MA 


LECZ) = M,C, P) = /(г„) + М„(г„,/ Эс D 
<2 En) + 29090 акн), D 
мл 


REHN), 1(в) щ (2) RA (4) RAE (AMARRA), 
co) 由 (1) 式 和 (3) 式 决定 )，z。= ф,00). 

Ж Н„(г,/) 为 R2) € (Р,)^, R,(z,)=f(z,), RI(z,)= 
Ро), EEIE 2) -R (2) la 达到 极 小 ， 则 在 上 定理 的 条 件 
下 我 们 有 
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о-в <(9-+2) Em, 


这 里 0,02) =р,(2) –р,(25) – р; (20) (2-20) + /(2,) +f’ (zo) 


G-2) 4 = z-z, d, = 012—221. 显然 这 时 
Qn(z0)=f(zo)，Q'《zo)=f'(z。)。 象 上 面 定理 的 证 法 一 样 ， 我 
们 有 


定理 6* 。 在 定理 6 的 条 件 下 ， 有 
I- Hz, fle в <2(4 +2) 
2 
H(n) 
{Ew Ола |. 0 


这 两 个 结果 也 可 以 由 第 二 转化 引 理 〈 经 过 一 些 处 理 ) 推导 出 
Ж. 


3.2. RIC), 962) =0, 9'(2,)=1 等 角 映射 至 D 中 成 某 
半径 为 p 的 贺 域 ，B,(z) 为 D 对 于 点 zo 的 Bieberbach n 次 多 项 式 , B 
使 得 积分 


ffir: traray 


D 


成 为 极 小 的 R,(z)E€ (р,)^, В„(г„)=0, RICZ) = 1, 
这 时 有 ПЕЕ ЕТЕ [[\в:се›|гатар 
р D 


- ПЕ |2 ахау + ав. | [gccg’ соу 
- Bi (2))dzdy р 
= [[!1в: сез1» -fear 
因此 B,(z) = HD, 故 由 定理 6* 就 可 得 到 关于 Beiberbach 多 项 


式 对 映射 函数 的 逼近 度 的 结果 ， 
定理 6“"。 BD, Г, EC), HO), I@), di, а, #1 
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3.1 节 所 述 ，g(z)，B,(z) 如 上 面 所 述 ， 则 有 

1062) -В,02)1с в <2(9-+2) {EC + ZS 1809 }, 
REAP, EPOE |g— Palle в < E ВИТ. D 

利用 第 一 转化 引 理 和 第 四 章 中 的 不 等 式 就 可 以 得 出 在 各 种 范 
а 二 B,Cz) 的 误差 估计 ,例如 在 上 m; py, l: | т? y, 

Лио ср, | | mb ra 等 意义 下 的 估计 ， 这 些 结果 一 
а 下 面 我 们 只 讨论 定理 6"" 在 具体 情况 下 的 
形式 。 


3.3. 考虑 具体 的 区 域 。 首 先 设 FE P.S.(e,B)， 则 不 难 知 
道 4(z) 在 D 上 满足 3 一 5 级 的 H6ldr-Lipschitz 条 件 ， 因 而 由 


Meprenan 的 结果 知道 ， 这 时 上 定理 中 的 E (n) = ОТР"), 
е0, МВ, ИОН, 1<р<—1., Н Роке 
хя 


j [бег ао, 1<р<т12. 
且 由 H61der 不 等 式 亦 可 知 
J ze b: ем) [4 CGE) Hh lose te р. 


1-7 


ARERI =OCm)，b6 为 某 个 适当 大 的 正 数 ， 就 可 满足 上 面 定 
理 的 要 求 。 还 不 难看 出 ， 当 2 之 0 时 ， 必 存在 ro，6。>>0 使 得 DES， 


Co8)， 而 Un( 二 )> Ca-+o，C 为 与 n 无 关 的 常数 。 同 时 可 取 
А0) =O”), 
Н= (2-0) (2+ 


ЖЖ Но) =О(п"*), 
H’ 
20-0’ 


тах(0,1- 20)-1 + +e) 
2-8 š 


у» 
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H’ = (@-2)(3-28- max(0,1-- 30)) +28. (5) 
因此 得 到 
Жі. Ж ГЕР.$. (а,В), а,8>0 WE 
9(2> - B,G(z) le в 5007), г>0, 
只 要 1>0 即 可 ，? 由 (5) 式 定义 。 


特别 当 T 为 光滑 时 ，9= 二， 即 得 
MeprenaH 之 结果 (参看 [7])， 口 
车 TEP.L. 《a，8B)， 则 不 难 知道 Жосуж р 上 满足 级 的 
H6lder-Lipschitz 条 件 ， 故 由 我 们 在 8 1 中 所 得 的 结果 ， ше 
т 
воо о) 
由 于 这 时 To(r) = ОС(1- 0) 7°), о = тах(0,1- 2а), Ор(1-ғ) > 
ca-n, ЧБа-р)>с,а-р):-', WA 
кау=о( 59), 


经 简单 计算 ， 有 HGn) = o| (1e) }, 


Е (п) =O), п) = 0G)，5 充 分 大 。 故 得 到 
#2. ЖГЕР.Г. (а,В), а,8>0, WA 


оса) -B,C > = от" (шт) } 


只 要 9>0 即 可 (由 (5) 式 定义 ) 。 
特别 当 T 为 光滑 的 (4) 类 曲线 时 ， 有 


2 
le -B.Dle в, =0 ERA, р 


3.4. 现在 我 们 来 讨论 充分 光滑 的 T， z=zG), 2(5+10) = 2 
(t)，s 为 弧 长 参数 ，1 为 T 之 全 长 ， 记 90(s) =агв2' (з) У 2($) 处 的 
切线 与 正 实 轴 的 交角 ， 我 们 自然 选 定 它 是 连续 的 。 若 6"(S)E 
CLT)， 记 其 连续 模 为 e:(0) =0(0,0", C. 
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ETHER: 
№ 


aw faco, 
0 $ 
则 由 [8] 中 的 结果 不 难 知道 ，g+ 2(z) ED ЕВЕ, 3ER 
+1) ы: ° ga,(t) 
в‹д,д%',с‹гу) = 0 f set a 
1 ewlt) je, 1 
rof EaD кот. 


(这 一 结论 并 不 需要 条 件 (4")) 。 
因而 有 p,(z)E(P,)4， 使 得 


lI ~ p.G)|[co,) = Тезу (at 
1 f! ea Ct) lgn 
уа + 1. 
(这 一 论断 需要 条 件 (4*)， 参 看 [9]， 但 当 k>1 时 ， 条 件 (4w) 包 


EA). 


这 时 仍旧 取 和 (iD 0017), IG) = 0н), b 为 充分 大 之 定 
数 。 则 有 
lgCz) ~ В, о +I, +1,)18"}, 


= 18% 
| тейт dt=0 olah 


z) 1 
Б х 
nt Sin mema), 275 


-of -ten (а + (1 ) Фа), 


1 
т, -f на! в» —5 dr = O {Г неар) 
° ° 
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тү г 
ч) Г). 


后 两 积分 的 计算 利用 了 Dirichlet 变 换 。 
再 利用 第 四 章 的 不 等 式 (2.1 节 之 定理 ) 和 第 一 转化 引 理 ， 就 
有 
#3. 设 TECA*) 则 (hw)，0<r 志 hk+1， 则 有 


PDBP De = 0f авт (stor 


1 
18-172 рте (1) 
«ее 


үөт Ea Ct) 
+G) зш). 


dt 


特别 当 г(0)= 0:0"), 0<X<1B, 1 
Пао -BO Olen 
НЕ 
=olaeo( 人 二 ) 7). 
ea) = O(0) 时 ， 有 
|? ВС) Де = 0 авт) (1) "9, п 
* (г) п . 


若 IT 的 曲率 为 有 界 ， 则 seo(0) = 0(0)， 因 而 这 时 


2 
0с) -В,сг)|суг,= OfG8 


2 
[в' (2) BC) le = OÍ бю» |. 


前 一 估计 式 是 M.B.Kenxblm 的 结果 的 推广 (参看 [7],[10]), 他 的 
结论 是 
II-B, len OÍ]. ео. 
由 第 四 章 的 定理 2 和 定理 7, 我 们 还 可 求 出 lg вор, "D, 
之 类 的 估计 ，! 可 充分 大 《相应 地 p 要 充分 小 )。 
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考虑 当 T 是 解析 的 Jordan 曲 线 的 情况 .这 时 g(z) 在 D 上 解析 ， 
因而 我 们 可 选 
АС) = 0019), Е(п) = 007), 0<r,<1, 
TCn)= Ons), b> 0, H(n)=OG;), 0 <, <, <1, 
故 有 
系 4. 若 为 解析 的 Jordan 曲 线 ， 则 必 致 
19% (2)- B® [со = Осо"), 
这 里 р=р®<1. 0 
最 后 应 当 指 出 ， 我 们 这 里 讨论 Bieberbach 多 项 式 误 差 估计 的 
方法 和 [7]，[10]，[11] 中 的 不 尽 相同 。 看 来 这 里 的 方 法 要 好 
些 


3.5, 我 们 来 考虑 L*(T) 中 的 极 值 多 项 式 ， 对 它们 也 有 类 似 


的 结果 。 
在 3.2 节 中 ， 设 I 为 可 求 长 Jordan 曲 线 , Ж.Н. Смирнов 


件 (S)， 
iglo co] = „1-|` 1в1Ф' фе" 14, 
这 里 o(w) 为 9(z) 的 反 函 数 〈 参 看 [12] 中 第 十 章 )。 
这 时 我 们 知道 ，GCz) = | gidi 是 所 有 D 中 的 解析 函数 
Кг), f(zo)= 0, На) = 1 中 使 得 
[Реза 
达到 极 小 值 2rp 的 唯一 函数 。 
我 们 定义 *B,(z) 为 Ru(z)E(P,)4，R(zo)= 0,RiCzo)= 1, 
使 得 
| В, ler 
жал. 
我 们 来 讨论 *B,(z) 对 G(z) 的 误差。 
因为 
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[релса со] 
= [ег оффе" > -Ri обе!" |o! (oe! Lodo 
= [м 1 — Ri (оре!) атра? | рад 
= | 718: обрез le? pety 1009 — 2xp 
-2R.(| В: обе") VIPerJpodb) 


= IR? ldz] Јело. 
r F: 


因此 *B,(z) 也 是 n 次 多 项 式 Ru(z)，Ru(zs) = 0, В. (2) = 1 中 实 
WIG (гу - В: (2) гиг, 的 极 小 的 多 项 式 。 
采用 3,4 节 的 记号 ， 并 利用 [11] 中 的 方法 可 证 
下 理 1。 Оо, OPEL), 1 <р<оо, 
并 且 
ТЛ] 
«А», JES a<, 
Ta C0) = oo,6 ,LTD)， 
MYG- Ce ARE, бое" C СО , 2л), 
aO, GHD Ce’), 1*%60, 2л)) 


(9) ср 
=0 I 2685. dt + of IoD gr os }, 
° t г ЕЁ 


这 里 p-《w) 等 角 映 射 |w|>> 1 + 五 的 补 区 域 ,gp-(co) = оо, Ф! (co) 
>0. 0 

因此 有 

3182. № ГЕ, 1<р<=,к=1, 2, = MA 
R,(z)E(P,)4 使 得 


<) 
{бө -R ern = oft (аи 
0 
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sana Q Эра 


证 明 可 参看 第 六 章 〈 定 理 8* 系 2) 。 
我 们 还 不 难 要 求 引 理 2 中 的 R.(z) 满足 条 件 Ru(zo) = 0, 
R,《zo)= 1。 因此 由 第 一 《或 第 二 ) 转化 引 理 可 得 


《2) 
定理 7. W TC (Л), Е> 1, 则 对 2 <q<co, 1<r<k+ 1 
# 


1+1, 
16762) -Breen = О) 


[ga Ја Qa 


由 第 四 章 的 定理 2 和 定理 7 可 求 


үсе» -4B Dto 


的 估计 。 
84. 第 一 转化 引 理 的 应 用 


4.1. 在 复 变 函 数 构造 理论 中 ， 由 第 四 章 得 到 的 不 等 式 通 过 
第 一 转化 引 理 可 得 到 许 许多 多 的 转化 定理 和 反 定理 。 在 处 理 极限 
过 程 〈 即 研究 产 和 广 之 间 的 关系 ) 方面 往往 要 比 实 函 数 构造 理论 
相应 的 问题 容易 些 ， 这 是 因为 解析 函数 序列 的 ( 面 性 或 线性 ?中 值 
收敛 往往 就 包括 了 域内 的 广义 一 致 收敛 性 .另外 一 方面 ,解析 函数 
族 有 很 便于 应 用 的 致密 性 和 唯一 性 定理 。 所 以 对 解析 函数 的 构造 
理论 ， 许 多 转化 定理 及 相应 在 一 定 条 件 下 的 反 定 理 则 是 不 证 自明 
的 ,几乎 对 应 于 第 四 章 中 的 每 一 个 不 等 式 (§ 2 一 $4) 都 有 相应 的 
结果 ， 我 们 不 必 一 一 列 出 来 。 

实际 上 ， 在 前 面 讨 论 Fekete 多 项 式 ，Bieberbach 多 项 式 时 ,我 
们 已 经 用 了 转化 引 理 3 。 现 在 我 们 将 再 举 一 些 例子 。 

ATERRO, S УЖЕ” AO, |, (р) 
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我 们 仍 引用 第 二 章 3.1 节 的 定义 和 有 关 的 不 等 式 , 这 时 利用 第 四 章 
的 结果 就 可 得 到 一 系列 的 反 定 理 。 
著 L，z=2(s)，0o<s<1l， 为 一 可 求 长 曲线 ，s 为 弧 长 参数 , 设 
9(《z) EL?CL)， 则 同样 定义 
OO,g I) =sup вир | SD" 


ЖЕТ 
(+ eL 


x (7 )eczG+ | 


гъа? 
这 里 j 为 实数 ， 工 为 工 之 子 弧 ， 但 要 求 z(s3)E 工 导致 xs+ fh) € L, 
同样 定义 0,0, 0, СО), вв, 9, УС). ХТЖ 
模 也 有 类 似 的 不 等 式 ， 例 如 对 1 <р<оо, 

@k(0, g, L*(L))=const, |||), CA) 


h 
ak, g, 1*1) сотан, в | оаа) | ‚* (AA) 


АА 
对 后 一 不 等 式 自然 要 求 -入 gC2(5)) ELD) . 


对 C 空 间 ，W "空间 也 有 类 似 的 不 等 式 。 上 面 这 些 不 等 式 中 
的 const。 和 9，90 都 可 是 无 关 的 。 

4,2. 除 在 前 几 节 有 第 一 转化 引 理应 用 的 例子 外 ， 第 二 ,三 、 
六 章 也 有 这 类 应 用 的 例子 ， 现 在 我 们 再 补充 一 些 ， 其 余 类 似 的 结 
果 读 者 可 自行 列 出 。 

为 了 叙述 方便 ， 佑 计 式 的 系数 我 们 大 都 采用 简略 的 O{…} 的 
形式 有 些 例 我 们 还 不 是 以 最 大 的 概括 性 来 叙述 的 。 

由 第 四 章 2.1 节 的 不 等 式 就 可 以 得 


#1. 设 D 为 有 界 单 连通 区 域 ，fE A(D) 由 CC(D)， 并 有 Pp, E 
CPA ERIS- Paleco KE), eNO 
£ 
e>) 
IE 
ос! 
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则 必 fc) ЄСОЄ), 并 且 


k 4) а 
дек! [° 
И тт, 
20,01) 
t 
= Ado G) dt 
ou， fo, Сә) = ola | ту" + 
С „(1 
f 


t 


Pa, (1) #* 


AMAIE meni о, п, 0—9, WERNER 


用 这 两 符号 。 
根据 转化 原则 ， 这 两 结论 的 论证 是 很 简单 的 。 首先，{p,} 对 
l e 12,0 —Саџсћу 3], 0 аре) le 1с ,为 一 Cauchy 


序列 。 由 C(D) 的 完全 性 ， 必 有 - 9 (0) EA (р) ПСО) ЛЕ, Н 
10-р; с в, ТЯ. ив а=] (例如 根据 第 二 章 1.2 
节 的 引 理 和 解析 函数 的 唯一 性 定理 ). 至 于 估计 式 的 形式 则 是 第 一 
转化 引 理 已 经 给 好 了 的 。 关 于 连续 模 的 结论 直接 由 第 一 章 的 引 理 
和 第 二 章 3.1 节 有 关 的 不 等 式 导出 。 

车 k = 0 ， 还 可 导出 


utca ia G) dt 
n adri 


@„.(0,/,С(Б))= оја" 


+e(*(3))}. 
对 多 连通 区 域 也 有 类 似 的 结果 。 
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952. 设 单 连 通 区 域 D€S,(r,, #,), f€ AD) NLD), 


0 <р<а<оо, q> 1, УР, Е (Р,)^, (2) <, 


I- Pale? оу SEM), 200) М0, 


ei) y 


г и dt S 1-1: 
Кү <%,0=2(5 a) 


WYS ELD), ЖН. 


u, G ) Е 


‚б ш 
I-l А || di 


1 
A= 4060р +1) (p+2))? 
18001/? 


і 
9,1,0) = 040 рЫ С) а 
= pi a 
@n,(0,1 Lip s: (4) t 
t 
A (0) а 2 
Ину t 0 =p tm 


使 得 


这 些 结论 的 根据 主要 是 第 四 章 的 定理 4, 这 时 由 第 一 转化 引 理 
APRÈ |e lre 是 收敛 的 。 因 而 在 D 中 广义 收敛 于 某 一 解析 函数 
9(z)， 而 这 函数 显然 和 帮 z) 是 几乎 处 处 相等 的 . 故 由 唯一 性 定理 ， 
它们 应 为 恒 等 .估计 式 由 第 一 转化 引 理 “〈 的 极限 形式 ) 直接 给 出 。 


对 第 二 个 结论 ， 只 要 注意 不 等 式 
On (ô, Q, 14(р)) <сопѕ! + |Q" |, s py 
<сопѕі, д""|О'т° es, 


<const + ( д ye Ос 


50) 
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5-11 > 


<const 。 


а y 
QE(p.)4， 并 应 用 第 一 章 之 转化 引 理 即 可 。 若 p= q> 1, Д) 
显然 还 可 改 为 


on (ð, f, Ls(D)) = о vl) 
„(1 
t 


жед}. 
同样 地 ， 对 于 “可 积 度 ”2Q2(C6,f,L*(D)) 有 QC6,f,L'(D))= 


t t 
а 一 с — 
аи КО ш, 
” UG) ? Uo(F) 


这 里 a 之 4 是 任 给 的 《可 为 + оо), 0, =5(2-2). 而 当 p = q> 


1 时 ， 则 可 改 为 
Q, f ,LD)) 


20102-5 中 (Ж) ш 
Cr h 


对 多 连通 区 域 上 的 有 理 多 项 式 逼 近 也 有 类 似 的 结果 。 
而 若 DE (4)， 则 由 1.5 节 的 引 理 3， 
C,G0,Q,D)<const, ó* 10/1, 


L 1 1\7! 
«соты, 0° IQ leg, <eonst, дё 02(—) 101, 


L 1\-е+2 jol 4 
<const, OU) llos ОЕ РО, 


及 一 般 地 有 
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C, (ó,g,D)=<const, lgliz ts 
故 在 本 例题 的 条 件 下 ，DE СА), 1<4a<co, WER 


t 
ib el) dt 


сео U,( т): 
D F? 


+ : 60), diy, 
аф 0(1) t 
而 对 p = 4， 则 有 
ib (E) шоуга 
cof D= 6461 |". у" +е(М(А))}. 
例 3， 设 单 连通 区 域 DE5, 为 有 界 ,，R>1,p>0, q>1, f€ 
АСЮ) NLD), 并 有 PrEP ERI- Pallto SEN, EG) 
NO, 


Ж {| -4+ ) а 
Pse, Qs е) оо, 
则 f 必 可 解析 开拓 于 D， 并 且 f'**€ ACDi) NLD), 
П ~ pe Фр 
м {| - 2+ ) d 
= 路 к0(21)- q: (1) 91}, 
On (Of, 24р) 


sofon fiè sa y aya 


ый = а 
+ [уно С) 


š 
0= -(р+#+т.), 
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со, DE) 

= еа к0(21)- d HD (4)4 
Jiru yes, 
QO, fE, LDE) = 0683). 


前 两 个 估计 式 对 а= co 时 也 成 立 ， 而 且 可 把 L*(Di) 改 为 
CCDiD 。 
这 里 根据 的 不 等 式 是 


2 егуз 
1р,|: ор <const, R"Up GY + |р, |.» о 


(参看 第 四 章 $ 4 之 9")。 由 第 一 转化 引 理 可 知 p%" рер p” S 
一 致 收敛 的 。 其 余 的 论证 和 上 例 相 似 。 

例 4。 设 有 界 单 连通 区 域 D 之 边界 I 为 可 求 长 Jordan 曲 线 ，4 
>р, 421, 0<р<оо, В>1, f(z)€E,(D), ЭЁ P, E (Р„)4{# 
得 

М - palier SEM, ENO, 


fre (2) аео, вать 
则 /可 解析 开拓 于 Dit， 矿 "EECDt)， 并 且 
М лг ff Rt (Рай, 
On, PL (тау = ат | Rissa (L)at 
+f К” #()а+}, 
a, /'®, LTR) 
= ojora аф Rune (Ра 
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= t 
Hapro 
这 里 g/>>4 是 任意 给 定 的 《可 为 + co)，b: skti- h-i 


这 些 结论 根据 的 不 等 式 是 
IBAE СВ" Пр, 
XFTR/<R, НИЯ ра ТЕГЕ, 上 是 一 臻 
收敛 的 ， 因 而 РОЖЕ D 中 广义 一 致 收 伍 于 某 一 解析 函数 9(z) E 
Ар), 不 难看 出 ， 在 D 中 gCz) 和 f(z) 相 等 ， 因 而 9(z) 实 际 上 
是 JCz) 的 解析 开拓 。 另 一 方面 ， 由 第 一 转化 引 理 可 证 


1 
0 
We- olary efe «(2)а+, 


ст, RI<REX, W SOCED. HAEDH HER, 
令 R'->R， 即 得 所 求 的 估计 式 。 

关于 连续 模 和 “可 积 度 ” 的 估计 式 可 由 第 一 章 的 一 般 反 定理 直 
接 导出 。 

这 些 结果 显然 可 推广 到 多 连通 区 域 上 用 有 理 多 项 式 来 逼近 的 
情况 。 


4.3. 第 四 章 # 3 中 得 到 的 嵌入 不 等 式 应 用 于 逼近 度 的 转化 
是 很 有 趣 的 ， 而 推导 却 十 分 容易 。 因 为 对 eEE， 都 有 |е|*<Ф(] 
el), ШР, ЕЕ, RAI- РФС Л. Be le 
f- f. 的 误差 过 渡 到 | |' 中 相应 的 误差 估计 ， 实 质 上 是 一 种 微 不 
足 道 的 转化 。 下 面 只 举 一 个 例子 ， 读 者 还 可 找到 更 多 的 例子 。 

$5. 设 D 之 边界 为 Jordan 曲 线 T, M; *(D)<<co( 人 参看 第 四 
章 § 3 中 定理 7)，F(z)EA(D) 在 D 中 有 界 ， 则 有 P,E (P,)4 使 得 


IF-plzecpy =of[ (下 
这 里 10(6) 是 9-(w) 在 |m|>1 上 的 连续 模 (参看 第 四 章 ;1 和 本 章 
š$. 
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实际 上 ,我 们 知道 F(Cz) 的 & 次 原 函 数 Fo DAR-DAR, 
Pi (z) 是 满足 一 级 Lipschitz 条 件 的 。 根据 $ 1 的 结论 可 知 ， 有 
Q,€ (P,)7 使 得 


(2-0,1. fE) 


4р, = И 则 有 
aas 
=) 
《参看 第 四 章 定理 7)。 


从 这 个 例子 我 们 可 以 看 到 ， 取 4 相当 大 时 ，|P~ Plico) 将 


会 有 很 好 收敛 于 零 的 级 。 但 这 时 p 必 然 要 因 有 之 增 大 而 减 小 。 实 际 
上 ， 在 我 们 的 例 中 p 总 是 小 于 1 的 ， 这 一 点 就 使 得 命题 的 意义 变 小 
了 。 


一 般 说 ， 当 T 为 可 求 长 时 ，p<< 问 ， 当 ЙАЗ 
时 ， 只 要 р<- ВИЧ. 


当 了 为 光滑 时 ， 对 给 定 有 界 的 FEADER, WA 
p, Е 《Pr)“ 使 得 


lF- р. |. = = = Ь e>0, < 


4.4. 补充 一 个 由 Faber 2323816 АНА IR A ESE, 
有 关 的 符号 和 性 质 参 看 第 六 章 8 4。 

例 6。 设 单 连通 区 域 了 之 边界 T€ (A), [№ (2) EE,(D)， 
六 0(9-)Ee%2，1<p<co， 并 且 对 4 二 D 


f t-i L ‚ Г. ) )dt<e=, 


W PEED), 并且 
79297 + 


(д, fP, LeT)) 
2 ое" Ë: Фф teet, fce) dt 


+p, pied, лов}, 


p 
实际 上 ， 由 第 六 章 4.4 节 定理 8" 的 系 2? 可 知 ， 存 在 PE (P.D, 


使 得 
ро о еу (2, roo), 


利用 第 一 转化 引 理 即 得 所 求 的 结论 。 
对 多 连通 区 域 也 有 类 似 的 结果 。 利 用 第 六 章 的 结果 还 可 考 上 不 
对 TEL(r,s) (参看 第 六 章 $ 4) 相 应 的 嵌入 定理 。 
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Faber 级 数 


$1. 基本 引 理 


1.1. 设 区 域 D ZART HRK Jordan 曲 线 ，2= 208), 
0<s<1l，s 为 的 弧 长 参数 。 函数 o CW) 等 角 映射 |w| >1 为 卫 


的 补 集 D;， 并且 


lim „>, 


这 时 在 |W1>1 中 有 展开 式 


(W Е. 
эст Эуе “€D, 


RE F, € (p,)4 ШОТТ D 的 )n 次 Faber 多 项 式 (参看 [2])， 
并 且 有 


DE 9 WW 
F(z) = 1. |: У-уу, R>1, z€D. 


所 以 立刻 可 得 
вр: „272 2Є0, п=0,1,--, 
9С) Ф.СИ) ВЈ Ж, 
利用 广义 Cauchy 定理 (参看 [3]) 容 易 推 得 
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f, OT g- | EOT ш 
TR -2 


Ё-2 
因此 得 到 
引 理 。 设 T 为 可 求 长 Jordan 曲线 ， 则 X$ п q] Faber E MA 
有 
Ег) = 1 | 21-6, ZED, п=0,1, 
+. п 


1.2. 由 于 械 是 可 求 长 的 Jordan 8, МТЖ ЯУ) 
在 T 上 几乎 处 处 存在 ， 并 且 可 使 存在 的 点 上 -C5&) 的 线性 导数 和 
$6) 的 角 极 值 相等 (参看 [3])， 因 此 不 难看 到 积分 
Í ысы KACA dê, k=0, 1,2, 
r -2 


对 几乎 处 处 的 zE 存在 。 

利用 上 节 的 引 理 和 Привапов 关于 Cauchy 型 积分 的 理论 ( 参 
看 [4] 或 [3])， 根 据 多 项 式 F,(z) 的 连续 性 知道 ， 对 几乎 处 处 的 z 
ET 有 


к= h EE гу сәр, GD 
p 0,1,2,--., 
另 一 方面 limp (w)/w=a>0, ИН 


1 KAD . 
т dno #=1,-гєрг, 


因此 ， 这 时 对 于 区 域 Ds 有 下 面 的 Cauchy 公式 


= —1[ [4-2] 
wo hS 2#ЖӘЛ" ш, k=1,2, гєр. 


同样 利用 Лривалов 的 理论 可 得 到 ， 对 几乎 处 处 的 z€ T 有 
1 KAOS ini ACF >= 
| de С%_С2)17*= 0, (2) 
k= 1,25 


* 301. 


设 解析 函数 1(z)E BE:(D)， 故 在 上 几乎 处 处 存 在 Я 极 值 
Кг), ECT, ЖН КЕ Г EARM Cauchy 公式 成 立 ， 


поранд f ш, гєр, 


g- 
根据 Прлвалов че EA, HET, HAMA 
pior 
.而 


几乎 处 处 存在 ， 因 而 根据 他 的 理论 ， 积 分 
£= = 
arh, а 
对 几乎 处 处 的 zET 存在 并 且 等 于 零 . 因此 


foD= ОЕ аә (3) 


对 几乎 处 处 的 z€ T 成 立 。 

Ж{(МУ?)},п=0,1,2,+е; k=0,+1,, +n, 为 任意 给 定 的 
《相互 可 无 关 的 ) 数 序列 。 

ЦА, Ё=0,1,--,п, ROR, МВС, 而 后 对 上 由 0 
加 到 mn， 并 用 (3) 式 减 去 所 得 的 和 式 ， 我 们 就 得 到 

定理 1。 设 工 为 Jordan К Я, (М7), п= 0,1,3 
&= 0, 土 1,…， 土 1 为 任何 给 定 的 数 序列 。 设 f(z)EE:(D)， 则 对 
几乎 处 处 的 zxET， 积 分 


[EOBD д, v.p | Ea 


存在 ， 并 且 
_ To __1 [ В. ®- В, (=) 
1O- Ук [a 
+R,(z) 


这 里 R,Cz) = 0) — > APEP. D 
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定理 1"。 QT RAY 如 上 定理 所 述 ， 则 对 几乎 处 处 的 zE 
TA 


> момо) = | — dE +0,02) 


= лї г 


OVP f Оф 1 
5758 f, 80 +10,62), 


这 里 Q.(z) = У) APIA. 0 


$2. 一 般 情况 下 的 结果 


2,1. 我 们 现在 来 讨论 Faber 级 数 在 很 一 般 的 范 数 的 意义 下 
收敛 性 的 问题 ， 

设 在 了 上 几乎 处 处 确定 的 可 测 函 数 以 范 数 | ,le 建立 一 种 空 
МЕ, Жр ИГ kE T B BU № Ж 962), # — Жабгу)» = 19 
O)| LRA ӨХ ЖЕЛЕ] АТ ЕН ЖАН. 

车 下 面 的 Minkowski 型 不 等 式 成 立 ， 
оо» | 人 apeczspar|.<wce f, асо ес, liat, 


这 里 ht) 为 EL 的 可 测 函 数 ， 工 为 任何 区 а,Ь), СС, Аў 
zET 可 测 ，nCF) 为 室 间 常数 ， 则 这 时 称 FE (M)*， 或 者 |,jrE 
см). 

例如 范 数 lR 

和 

或 者 取 || POl}, рет, всу, 
并 定义 都 满足 不 等 式 (M)*。 

陈 建 功 教授 在 [5] 中 指出 ， 取 

оса =" {f AP Ie ldel}, hT R, REFE 
RERE WED, 
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DE t> ЖИ ИЖ, b (+0) =0, НФ’ (t)>0, 
Ф” (12>0, (270 ) =0 ‚(сч ) <。 N (Со ш, 


Ф") Ф”) Ф (1) 
对 于 这 些 范 数 ，YCF) = 1。 为 了 讨论 方便 ,我 们 以 后 只 讨论 这 
种 情况 下 的 范 数 。 
不 等 式 (M)* 中 实际 上 包括 了 


IEG 1 5 |с | lgiCz) 15. 
ЖЄ CM)*， 则 在 定理 1 的 条 件 下 ， 显 然 有 
в е RO-RO 
1-м a| ERER а 
+ В, (2) ls 
同样 ， 在 定理 1" 的 条 件 下 有 


We 1 Q, È) — Q, (2) 
Zro jef 9909 а 


hno 
+i. 

为 了 得 到 更 明确 的 估计 ， 我 们 需要 对 函数 f(z) 和 曲 RT E 
一 些 规定 。 

ЖХ. 000,9,Р) =5ир[9(2(8 +h)) ~ gz(s)) |, 
对 于 这 样 一 般 的 连续 模 我 们 不 能 保证 它们 是 连续 的 ， 至 于 它 是 非 
降 的 则 很 显然。 

设 对 工 存在 着 这 样 的 函数 dr(z)， 它 在 [ ,二 ] 上 为 非 降 ， 对 


тя, ЩЕ, 400) =0, 4, (=) %0, < < 并 且 
|zG)-zGD|2>dr:(|s— t|), Is- t|<+-. 
| = 14 в (М>*, MH 
== В) 
| эҥ], — а] | 去 (| 


A AN В, (2) 
“ы СЗ шу] 
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<1 IRC + D) - В.) р 
27 Лиз Аг (||) 


1 2E(n) j 
+ 2л =Í... 9.010 


“ olt) 2E(n) [+ dt 
< dt 元 5» 


这 里 o) = оС, Б,,Р) 2220 ЖЕ ИЗЕЛ, ЕС) =ёщу.. 
IR,ÇzGs+ 0). 


因此 由 定理 1 可 得 
定理 2。 在 定理 1 的 条 件 下 , Pll = lel € (D°. ДА 


ле 1 (° oO(t,R,,F) 
-EMF <1{<* 
| To |: ВЫ 


tarji, 
Е(п) = sup, IR,CzG(s+ t))], г>0. D 
同样 由 定理 1* 可 得 
定理 2*。 在 定理 1* 的 条 件 下 ， 若 上 "中 = 上 *lrE CM)*， 则 有 


дов] EN CR P) ш 
|> һ]<} |. By dt 


2 
+ (1+ 1%) Е*(п), 


E*n) =зир 10.(2(5+ 1]. П 
FIY- (2)|1= 1，2zET， 记 以 可 证 
@(д, Wt, Еу<|Ё|®(д, W, F). 


因此 有 
@(д, Ra F)<%@(0, f, Еу+Ф(д, W_, F) 


> 1AA 


ГР 
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a(ð, Q, F)<o(ð, W., F) š А. 
大 一 一 下 
由 此 可 得 
定理 3。 在 定理 2 的 条 件 下 ， 


Sap olf ea, f,O ш, У (амо 
| хм атсаз т, | г) 


1 
езана дж, п 


定理 3*。 ”在 定理 2* 的 条 件 下 ， 


оре ур ot, Y-F) 
|2: в, IM 中 ONE 


1 
о) вео n 


特别 当 XY 有 界 ， 


Ёт 
а = h 在 定理 2 的 条 件 下 ， 
u ‚| ‚/,Е 
|z- Er- off “ЛӘ ага 
+f -2G = P) 2D dt + все 
在 定理 2* 的 条 件 下 ， 


| Жм, | = ea." WP q вена 1). 


2.2. в 


900) 4 
ro ar rt-z 


确定 一 在 F 上 可 测 的 函数 ， 并 且 对 范 数 | .Jr=。 有 
IFG)|z,<C||g(z)|=-, С=ССЕ,, Е), 
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C 和 g《z) 无 关 , 则 称 TE MC(F,，F_)。 这 是 M .Riesz 不 等 式 的 形式 。 
щ Г 为 充分 光滑 时 ， 例 如 满足 ЛялүНов 条 件 (A 时 ，TEM 
(CL?(T)，L?*(T))，1<p<oo( 参 看 [ 6 ])。 

因此 ， 若 F; EM)”, TE M(F;，F-)， 在 定理 1 的 条 件 下 ， 


|F- Sree |= сов, кн». + ВА 
在 定理 1 的 条 件 下 ， 
Ум, | 


к.<С‹Е,, FOr. + 210.19. 


$3. —ZONM 


3.1， 设 /(2) EE1(D), & 
“p= | Aaw, 


Е 


Е=0, +1, 2, +<, 
Ш асру E2Faber (AO RR. XN 
#-о 


> a, (рева. Се") Fourier 5, 


LLL 
记 0,0) =0,(2,Р = У а (РЕ, (2). 
®-0 
{Су}, п=0, 1, +з; k=0, Ł1, …， 土 n， 为 给 定 的 求 
和 系数 ， 令 X = Са, 则 由 定理 3 可 得 
定理 4. БУС) САС) ПСР), N 


|- Zwar] < |, ш» Í «Сеа Ж 


Дү усе эъ 
+105 сга) BO dta 
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+2 и 
р 1700-6697 


- Š ca (yer ||. Үй; 


hasn 
1,00) =®(д, W, CD), EVED С) 连续 模 ， 
ACn), <a, 是 任 给 的 n 的 函数 《在 本 章 中 我 们 将 沿用 这 


一 符号 的 意义 )。 口 
由 定理 4， 贺 周 上 Fourier 级 数 的 结果 大 都 可 化 成 一 般 区 域 上 
的 形式 . 对 TEP.S. (а,В>, ГЕР.1Ка,В>, Io(1) 的 估计 是 已 知 的 


《参看 第 四 章 )， = 0(1)， 所 以 读者 可 列 出 定理 4 一 系列 具 
体 的 形式 。 


t 
dr) 


3.2. 利用 定理 3* 可 以 得 到 
引 理 。 在 定理 4 的 条 件 下 ， 
lonz, le CI a) Ne, 


n ) Iot) 
Сар (т+ о" Я.“ + 


+2 
+2 [| 225 )‹ +18), D 


H о 知道 
Е*(п) (2 + gn) |9 (ег) ско. : к + 
由 这 一 引 理 和 第 三 转化 引 理 立 刻 可 得 到 
定理 5。 在 定理 4 的 条 件 下 ， 车 存在 EP) 使 得 f- 
Palop SEMN), Йй 
IF осе, Ple + Den). D 
这 里 在 应 用 第 三 转化 引 理 时 ， 注 意 ov(z,p,) = Pr 
因此 由 一 致 逼近 之 结果 (参看 第 五 章 )， 有 
定理 6. 0/0) ЄАСР), FPE), Е DEZ 
连续 模 为 osy(6)， 则 有 
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l-0, Dle = [2 (E) ea, (5 (2825) х 


1 ia 10) 人 dt 
x[» |, 4019 + 98 аЛ 


ŽEJO = 000, ф_, C(|w| :>1)0#Ф-{Е |221 上 的 连续 模 。 
ü 
系 1. 在 上 定理 的 条 件 下 ， 若 PEP.L.(c,8)，c，8>>0， 则 


if- oP св = {вт ce ea (C'h 
车 T€eP.S.(a,B), а, В>0, W 
1-00 = ды о (иг) e>0, П 


后 一 结论 是 属于 Ansrep 和 IIaaaop 的 (人 参见 L7 J), 
系 2。 在 定理 6 的 条 件 下 ， 若 k=0, TEP.S. (a, 8), a, B> 
0, 则 


IF-o, фев оо, а, (S27) авт}. 


n 
ВЕ limə_,CD0801=0,Mo,C yt: БЕ fay, 
Dü 
利用 第 四 章 2.1 节 的 不 等 式 和 第 一 转化 引 理 可 得 


系 3。 在 定理 5 的 条 件 下 ， 若 
[С@) + 11е(п) <А(п), АС) М0, 


Гоа е 
М fE D), FE 


ПУ 4. 


<= 


这 定理 的 一 个 特例 是 
系 4。 在 定理 6 的 条 件 下 ， 若 


~ 309. 


fo нр 


воз = [е |" det ба! 2 28] 


<| (288 )] xa (2 (19), 
М f'nCz)ECCD), 并 且 
Пс ое = off vo (4) P (2) 4), 
特别 当 PEP.S.Cc,8)，c,8>>0 时 ， 则 有 
варі oone pIo ө, уа}, 
up | 


а= (2-а)"- #В-1, B>0. 
例如 当 f € Мрт, (2-a)r- (В+ 1 108 – 1< 00 
DED ЕВ C). 
Ш ЩГЕР. Г. (а,8>, а, В>0В$, 
supi fO (2) = 04 Cz, Л 


80а (E) ar}. 


利用 第 四 章 结果 导出 的 其 他 不 等 式 和 第 一 转化 引 理 ， 则 还 可 
得 一 系列 在 各 种 范 数 意义 下 的 误差 估计 ， 这 里 从 略 。 


$4. rh š ü jk 


4.1. 定理 3 在 中 值 的 情况 下 的 形式 是 
W7. HEED), p>l, W 


|z- >с, |, = ELE Dit 


г njo 


1 ` eo(t,W_,LCTDD) 
6 > IRC; ©)! ак + 
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ы 1 
+ lftpCe)1— У сре фе у> ов 


kma 


х (1+ ые а ü 


因为 | iwicollaz|=2zm, оба, W, ЩГуу<?лд, Б] 


而 1 
að, W., LT))<H,O', р>1 
当 p>1 时 H<) p+), (&ЖҖ[81) 
所 以 有 下 面 的 推论 ， 
If- Хе, Їй» 
1 коша, f, Г» 
— йау dr 
/ 
С> ‘верь |) |° гау! 
+\йтө- се“ эл - 
р | š 
> +o, зау 
2 1/2 
х (1+ Зв. 
EX, #PLEL O, 2л), МЕР, г, 31, Ш Ж 
TELC, ғ), D 


#T€e L€, s), WA 


од, $., 1°(Гуу = 0(91-1*3:), р, = max(s, p) 
ERAH: Ра, DEL, ES), P.s.G, po 
Lír, s), << 1<<2 28. 


定理 7 的 推论 考虑 的 情况 是 TELC, 1), 
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容易 证 明 不 等 式 
Ы i 1 
ICS a (yet Фе" вая 


1 
02 +Ig fP- Cei IP Ce’ Dho, 2x) 
所 以 由 第 三 转化 引 理 有 
Жі. 设 PEL(1，1)， 并 有 T,(e”)E (T,) 使 得 


(GEPC I-T Ce pe ЭЎ, озу <. 
“molt, f, OD 
WE Иог | ““ЄРау 4 
Ма) t1/? 


+8, ( z іа), тау! 


2 т dt 
+ (1+ 2 | ово 


soffi” 2t; f, Dent? 


t 
° dr(t) d 
1⁄2 
1 
+[‹ mfi дар}. 
特别 当 at, f, LT) = 062), <ni zp в, 


If- c.) lzer)" О{є(пу(1вп)*}. П 


利用 H5lder 不 等 式 和 第 三 转化 引 理 可 以 得 到 
#2. ГЄ, 5), т, $>1, fEE,D), НФ-(е" 16 


ІР, 22), -є+у-=1, 并 有 Tae'*)E LT,) 使 得 
Ifre-Cet)1- Т.е" Йо, элу SEM 


йж |/-о„ЧОйшггу= o{ Тө, f, par 


-H4 ma а 
«лнн, 5 "(ду ею}, 
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这 里 po。=max{s, рр, 0 
定义 。 设 9(6) 在 [0,27] 有 上 定义 ， LEIEL, 2л), 
则 记 gE е”, FEL 
eMo, 9)=006, FY, 10, 2л). 0 
BICER, Ле’ е0, ЗК Е 
en)= о} Де (1, /те-1)}. 
因此 有 
Жз. 在 系 2 的 条 件 下 ， 车 f E ey 站 E,《D)， 则 有 
М-р = Af, “уса 


0 


ї-1+-1. 
1 


эө +; 
+ аһ t 
17: d < 
+ елу” (а, ел). 


Ho, f, LT) = 066, 0<1<1, gmn 0 
时 ， 则 有 直接 定理 ， 
1 (А) 
окт О ett, лә 2)). 0 


4.2. ЭПЭЛЕЖЯ ЕЗУ АН ОКОНЧАНО арг 
接 定理 。 
引 理 1， 设 TELCr, 1), 1<"< со, fH € LP(T),1<p<co, 
则 
Ф(д, }*-Э(ф_)у, LO, 2C. 
2x += 
с<{[, есета } , п=1-2+2, n 
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ше 因为 对 lz < 68 
= І 0гф. (е +9 01- *-0[ф.(е!*)1| 


нр IPEP Ce! =] jo ce" +) |а 


#1 


? 


«| ое. ооуу еган а а} 
есенва. 


ii 
Ф а-ар", 

1 
则 Пино, < 6 р || Ге беч бу 


х ОЛЫ Р dicen” lzor * 


由 此 引 理 得 证 。 
由 Hardy-Littlewood 的 一 个 定理 〈 参 看 [8]) 可 得 
引 理 2。 设 TELCr,1), 1<г<сс,/'#'Є1(Гу, 1<р<оо, 


则 
®(д, f 't-5 Сф), 1900, 2л) С уру 6» 
这 里 m1- +i- ++ 4, =max(p, q), C 和 0, 


If | рю 无 关 。 口 
定理 8。 设 TELCr,s), r, 5221, f' ELT), р>1, 
Е>0, FACE (Р, ) 人 使 得 


У 0, or, SE) 
则 有 pn € (P, 44845. 
I-l ay = ОН, осн, пуда вет}, 


К 2 Ас 1 Асн) E 
жи mof gat f гуйй 
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1л 
аа). 


А (а) + 1 1/2 dt 
н.в) =" |, ату! +в („дат 


1 1 b 1 1 
СЕЕ тШ DL U papas E == 
lp мара)’ l s ` max(s,p) 
Жыл 1-1, с=1- 1.1 
j h т + maxs, p)’ 


1 1 1 
6-1) + тору 
证 明 。 不 失 一 般 性 ， 设 k=2. 
令 F=f? иу Odi, MAI 
ew CO, РСф_)) < се(т)д’. 
由 上 节 的 系 3 得 知 有 Q:C2)E CP,)4， 使 得 
IF-Q:l rr =O(H,(H>ye(n)). 
& Gsf? crGD-o:GfD)d4， 则 这 时 由 引 理 ? 
eC, ССр )) <С,е(ъ)Н, (п)д?', 
再 用 一 次 上 节 系 3 则 得 
{©-о„‹С)| (гу = О{Н,(п)Н,(туе(п)}, 
TiGRfR2-N-+OP,,, ZEN, ТИШЧЕ ГЭ Ж ЖОЙ 
уш, 


系 1。 在 定理 8 的 条 件 下 ， 若 TCF OG, ШЖ 


If~ plru = of- os еп). ü 
因而 应 用 上 节 的 系 3 可 得 
系 2( 直 接 定理 )。 TELT, 1), r>1, а" ОО» 
Í EED), {IPER ЯР, (P, 4, 14 
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-å 
* вар, м 
М-р кау = О EE a 


-Q80 ___ Свт)? +: e (1, f fo «> )}, 


по? 6-09’ 77е 


这 里 人 > 0 为 任 给 定 的 常数 。 口 

这 里 值得 注意 的 是 ， 这 一 定理 和 定理 7 直接 导出 的 直接 定 理 
EPRD 有 很 大 差别 ， 在 那里 由 f(z) 在 T 上 的 性 质 推导 到 f€ 
e 往往 要 对 T 加 很 昔 刻 的 限制 ， 有 时 当 T 为 光滑 时 还 是 不 行 的 。 
但 是 定理 7 的 系 3 有 一 优点 ，Ps 恰 恰 是 0.(f)， 下 一 节 在 不 需要 对 
加 很 强 的 条 件 的 情况 下 ， 我 们 将 求 出 fo0,《f) 的 中 值 估 计 。 


4.3. 我 们 仍 回 到 Faber 级 数 对 函数 的 中 值 误差 估计 的 讨论 
Еж. 

由 定理 3* 可 以 得 到 

引 理 1。 #/ЄЕ,(ру, f€ LCD), Во г) 


„ tdt 
<clo НА 


«Гањ, „15100 


СЯР, пж. 0 
这 主要 是 因为 ， 


la, Dl<lfy lon)s 


В*(пу<сопзї, (1Ign)|f|rery, 
引 理 2。 BIEL, 8), r, s>0, п 1 


fEE,ioCD), ph>1, W 
РЕ] 


йа) фа 


° FAC 
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17 | 
[, ИКС зет), 


1 
这 里 6= 1 十 +x СЯ, "ВХ. 0 
这 主要 是 因为 ; 


1а, | <const, || Leq) Sconst, ШАТ q; 


<const, | š ае | Гэ» (0,2л) 


+. 
<const, IFz со, злу осп, | он г, 
«сопзі, |/ рр» (гу. 


由 引 理 1 和 第 三 转化 引 理 有 
定理 9。 HICE D), fH EL), ЖР. (2) СР, >, 使 


得 
17-р. ру «ебә, Д-р. ф-т <m, 
则 必 
ТТЕ off 
+ dgn юј т: тү}. ü: 


由 引 理 2 和 第 三 转化 引 理 可 得 
EE, Ë T€LC, s), r, s>, п, р=-—* 


1 5—1” 
ТЕЕн,(Р>, ph>1, FAPEP), {й% 
р.а» куеп), 
j2 | of, а 
则 必 Nf -oflisn,= [а |, ау t 
1⁄2 di 
"ылау Рр 
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Н “Qata 4... к 


s max(p,s) ° 


因而 由 定理 8 就 可 得 到 
定理 9". 设 TELO з), r, >l, Ве, р=-#—, 
fcEEo(D)，q>1，A>>0， 并 有 poE (P,)4， 使 得 
ПУ - рые), 
则 必 If -0 С.а = 0{2, (ME (ne m)ye(n)), 
这 里 e J” дү кта t 
109 =) чау © 9.9 
ан dt 
* п’ [ча j 
Асю фе 1 Г dt 
=n? 
timak | Чуй! + т С ; 
Aln) 14 1/2 dt 
АЕТ 
аен, дау! О 
aaa 1 ЕТС. 1 
“1-4 + maxa, php’ bateg * maxG, 9’ 
о 2 
от max(s,php) ' 4=1 s+ max(p,s) ' 
= 
== (1 а)+ max hm)’ Ph>1, D 
由 定理 8 的 系 2 即 得 
Ж. 设 TELCr, 2), т, s>l h=-— ГЕЕВ, D), 
Ch) Ёла 
f Cp.) € e, k>0, арау D Ж 


hrr 
Nf -oD lrn Of Sor авте (1, 
„—3 k) 
іе) + Г se 4), 
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这 里 > 为 任 给 的 充分 大 的 数 ，9>1，6 和 定理 9 的 相同 ，ph> 
1, 
因而 只 要 对 某 >l, (д, Р, Le) = О(бт), 0<n< 
1， 则 有 
17 о нс О-О е1, өер. )}, 


D 
М-НИ, RRI = ot |l г, р,;>р,® 
类 型 的 误差 估计 ， 这 里 从 略 。 


4.4。 由 2.2 节 的 结论 可 得 ， 若 ГЄМСУСГ), ІГ)), 92р 
>1，/AEE,(D)， 则 有 


|/- Ж фр, |, 


(г 


<o, 


129 (гу 


|- > аас 


<c, 


Ге-(е'*)1- У са, (енот еэ 


-s tto? 
因而 这 时 在 圆 |1W| = 1 上 ， 

(70.6е'1- š саре) еее). 
有 估计 ， 则 
|- È ahr | 
也 有 同 级 的 估计 。 


BETELT, зу, Ве, ре 1, т, 521, 则 这 时 有 


|f- > cia (f)F, [eren 
А-о 


° 319. 


< Лел- Ferae | 
因而 只 要 在 圆 上 


. 
[ЧА 0;2 я) 


[ле (el9]- š cwad | 


11% (0:2 я) 


有 一 估计 ， 则 
I Хеге, |. 


将 有 同 级 的 估计 。 

因此 读者 可 根据 圆 域 的 结果 导出 一 系列 的 结论 ， 下 面 我 们 举 
一 些 例子 。 

一 个 特例 是 

定理 10. 设 TEML), La (DD) ПІ, 1), 92р21, 


h=- qh>1, FEED), ИФ.) Ее. М 
I-l = еу (1, КФ.) 


因而 用 第 一 转化 引 理 可 以 得 到 在 其 他 范 数 意义 下 的 误差 估计 。 口 
这 主要 是 因为 这 时 


|\ге-се'э1- > >) вфе“! | 


11% (0,2 =) 


=0 {1-е (1, ә), 


КИС 4 
H TELT, 1), п, Ж 


(д, FEP), 1900, 2луу<сЇ lze: соб, 
这 里 = (1-2) +» 4 = max(qgi,pi)。( 参 看 4.2 节 引 理 2， 
1 0 


依 定 理 8 的 证 法 可 得 
+ 320. 


еШ 8'. TEML), 19(Г>) ППК, 1), q2p2>1, г> 
1, 002) € E, (D), ^>1, FH Е (P,)4， 使 得 
ПО, = О{е®}, 
ЯР, Е (P.)4， 使 得 


Mf р.» = о. 


ipa 1 -T 
这 里 。 6= 元 (1 X) +, * FT 


ө’ -10-4) +. n 


下 面 是 定理 8 "的 几 个 例子 。 
Жї. WTEM’), ТАГ) nLZC，1)，q9>1，4>p>1， 


п>1, h=- —, fP EED), [№ ($) Сер, WL PE 


7—1 
(P,4, #44 
ПУ - рев =0{ cb (L, 19 Ф.)}. П 
证 明 。 因 为 由 定理 10 知 道 
П о dole = ое EE сру)} 


再 由 定理 8* 即 得 系 1 的 证 明 。 

一 个 特例 是 

系 ?。 设 PE (A), / EED), 1<р<оо, [№ (ф.) еу, 
Яр. € (P,)4， 使 得 


lf- palro sofre (1, seo) n 


ЫЧ CEDAS O o) Себ, WATEA), JHE 
Eb(D)，1<p<%， 就 直接 导致 存在 p, € (P,)4， 使 得 


If- pleo ое (1, ес). 
我 们 将 进一步 指出 ， 这 里 的 pv(z) 可 以 取 为 ou 及。 
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对 前 面 的 结果 用 上 第 一 转化 引 理 ,读者 可 导出 一 系列 的 结论 。 
例如 在 系 2 的 条 件 下 


Мр = ое fC0-))} 


а>р>1, =, 


下 面 我 们 来 研究 0,(f) 对 f 的 逼近 误差 。 
XT EML’), LT) NLC, 1), 4>P>1, gh>1,r>1, 


п-т» ЃЄЕ, (D), JULE LAT), WEB 


lotz, Ра» г› «СЛ ehn, ©) 
因而 若 有 p,E (P,)4 使 得 


IF ~ pa) We =0(е()), 
由 第 三 转化 引 理 必 致 
17 - о, ае гу = O(e(n)), 
又 车 ре La(T)) NLC, $), а>р>1, r, 5221, 


h= о ре 2, Рб) EEBwo(D)，ah>1， 则 由 不 等 式 (*) 


和 Hilder 不 等 式 有 
loflen const, 17|. егу. 
因而 由 第 三 转化 引 理 有 
定理 11。 在 上 述 条 件 下 ， 若 有 p EP) 使 得 
Ар, [оек ry =О{є(п)}, 
则 必 1-0,0. r; = О{е(т)}. П 
МЫ" 
定理 11*。 ктен LDD NLE, $) ПМ (Г), 


1°Г)), =, p= = 


f €E,(D), м>1, FAPEP), WA 
ПАЧ раа со = 048}, 


• 322» 


› 9>р>1, qh>1, o>qahp, 


им H-a = ol Sar] 


x 1 1 
这 里 Е в (1- +) + шах(ой,^)” 


1 (1-е) +. n 


下 面 是 这 定理 的 两 个 特例 。 
жі. гіа аж, Єв), / (p-)€ 
ео), WE 
Мосо ое (СТ, fo), 


这 里 #=1 (1-2) +-1- n 


证 明 。 这 可 由 定理 10 
I орск, =0] 1-е (т, 199.) 
和 定理 11* 导 出 来 。 也 可 以 由 定理 8* 的 系 1 和 定理 11 导 出 来 。 


一 个 更 具体 的 例子 是 
#2. 设 TE (4), f EED), ft (g_-)€ et”, 1<р<оо, 


„a=k+1-j--4+1>0, p 
а>р,а=Ё+1-]---+ 229% 则 
P-P Alen f-t, ago) 0 


证 明 。 由 系 1 可 得 
If- 0P lre = ol 


р fo 站 


пх 
再 利用 第 一 转化 引 理 ( 并 注意 第 四 章 2.5 节 的 注 记 或 本 章 最 后 证 明 
的 不 等 式 )》 就 可 得 系 2 的 证 明 。 

当 &=1=j= 0,p=4 时 ， 虽 然 s= 0， 定 理 显然 还 是 成 立 的 ( 参 
看 定理 10)。 
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$5. 对 复 连通 区 域 Faber 级 数 的 一 些 注 记 


5.1 БЕРНАНКЕ), ,К ™, 
它们 互 不 相交 ，K'*? BERMEA. KO 的 边界 设 为 ,是 可 求 
ЖШ. BP EKO, 1=1, = m zt оо, 

RBA OWM ФАННИ > К°, 

zD= (œ), а) = @'_(co)>0, 
ФМ ЖЕ 0 02). 
ci) 

这 时 不 难看 到 ， 若 为 可 求 长 可 有 重点 的 ) Jordan 曲线 ， 

则 对 n= 0，1，…， 


гә, Әт 
ааа at 


EzE KONN Пао 为 极点 的 属于 CR。)4 的 有 理 多 项 式 重合 
ЖЮ ЛЕГ няве х 《不 难 知道 它 是 几乎 处 处 存在 的 )， 
并 且 在 全 平面 ， 我 们 仍 用 F(z) 表 示 上 述 式 子 导出 的 有 理 多 项 式 ， 
像 对 单 连通 区 域 的 处 理 一 H TURS 
жаш: шрек тя 


„1_[ BB 
Е O 2лї Sip t-z dt +B(2) 


BG) 1 
u = а +В), 


这 里 BCz) = af (23: HOLY, а, 6 为 任 给 的 常数 ,k= 0, 
1，2，…。 口 


5.2。 Заг. Т (在 几何 点 上 ) 和 于 的 相 重 部 分 ， 


EL. 车 T= 二 了 上 定义 的 函数 /Cz) 几乎 处 处 能 表 成 


yaya A | ED д. Ор), 
k 


21 ам Ju, t-z 


这 里 Fi 在 7 上 定义 ， 属于 LC D, k=1, =, my hp(2) 是 经 过 点 
z 的 的 数目 。 这 时 称 fEV(FCz))。 D 

由 定理 1'“ 就 可 得 到 基本 的 关系 式 于 下 : 

(Ар), п=0, 1, “J k=0, +1, =, łn і= 1,6 
т, 是 任意 给 定 的 数 序列 .FEVCPCz)), 风 对 几乎 处 处 的 2E Tj 容 


AG) ID = У DAD В 


іні ho0 


R,(t) R) 
“зл эҥ] Se иг dit "В. + В, 


1f RO-RO y 


+ > 
2miJo 1-2 
r 
5 _1 R, с) 
+ > | 1-2 dt, а› 
beij 
对 几乎 处 处 的 zET? 有 
_V.P. Е, (t) 
Аб) = 2лі Ье t-z dtg LR, @ 
‘R (t) 
> зя гл PE at 


izi 


ci) G) 
==] RD ~ R,G) gy 4 RO 
2Xi Jo 一 了 ы 


h) 
1 [ Rt) 
+511], sa, 2) 
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d) a “› 
这 里 R,G)=FG)- > МЕТ. 
上 一 一 于 


因此 在 上 面条 件 下 ， 若 FEL?'CT)，pi 之 1， 则 有 


1 Í. ROD -RO |1 


Ав < у 


i) 
"егу 


о d) 
R,(1) - R, (2) 
„ра ф t-z at 


|21 


HRO Cip 


m с 
1 R, (t) 
+ п а, 
5] эж], 1-2 [Ж rp 
; 


SLAE + ZI, (3) 


把 (3) 式 具体 化 就 可 以 得 到 一 系列 结果 。 下 面 我 们 只 给 出 一 
些 形 式 较 明 朗 的 特例 ， 估计 的 方法 和 8 3， Š 4 中 的 相同 。 
例如 。 设 T，i=1，…，m， 相 互 的 距离 为 正 ，1<pi<%， 
则 必 有 
лю» g= o ffi 2E, u атса 
+(® IRAI ) 
Acn), wy , ia 
Í, жолу (Эз + 
ив 
+ Ei(n) иу? Уво), 
(4) 
* 326. 


"у “G 
RET) 为 7 的 长 度 ， 
Erm =sup|R,GG+ D) heri ру 
(i) 
Em = TRO p j+ 


WATE), 1<рі< оо, if 
IAD о 


сг) 


оик, руя вој, ©) 
REM, ЖЕН, ГЕР.5. (а, В) ЖН ГЄР. 5. (а, 
В), TEP.S. (Bi, mi), 1+1, а=тика)), B=min(8). 同样 
定义 P.L. (а, ВЖ, 
0n(f) =0,62, f) 定义 为 
(i) G) 


5 š а, Ру, 


jel А-0 
ш, = СР Fp Се") ЕошетҖҖ., 
利用 定理 1 可 得 ， 
ЗГИНАТИ, ГЕР.5. Ce,B),a, В>0, FEAD) n 
CCD)，D% 为 D 之 内 域 ， 则 
la,Cf)l|c г, <eonst. dgn)? |f/|c г. (6) 
因此 利用 第 三 转化 引 理 有 ， 
Жа G=1, =, ту 为 极点 的 0,(z) ECR,)4， 使 得 
Hf- 9. [с‹ гу = 0{є(п)}, ИИА 
lf -o,f Neur, = 0{ (181) teln}. (7) 
因此 也 就 有 


4f-ocpleen =О{ Овтә+ө(—.,/,с‹р›у} 


ЭХ Be>0. 
ШУ ГЕР.Ь. (а, В), а, В>0, WA 


(8) 
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, 
IF-o Plec = О|авлу®о((#®\', у, cp))}. 
d) (9) 
ETHAN 类 ， 利 用 Anbnep[9] 的 方法 , 则 相应 在 加 上 有 
好 的 逼近 式 时 ， 在 F 上 也 有 同样 好 的 逼近 形式 。 即 [93 中 的 结果 一 
般 都 可 捐 到 多 连通 域 上 来 。 
车 满足 关于 (6), RBE, ГЕ A(D° ПУ (2) n 
LO), 1<p<co, fp) Ee £>0, W 
аса 


{/-о„ 1.» о = O {тах [ 


+ (зп)тахе®), ,, x 
i 


Gi) 
(1, КФ). ао) 
车 更 有 f(z)E 1? CI ET), MJ 
IonCf Nr? с го <сопзт. Ови) if lere- rer (11) 
因而 车 有 仅 以 2 个 ，i=1,…,m， 为 极点 的 p,€E (R,)4 使 得 
If- Palle -etten = О{2(п)}, (12) 
则 必 1-С = Agen}. 13) 


若 TEP.L.(c，8) 时 ， 只 要 p/8>1， 则 (10), (11), (12) 
中 的 e 可 改 为 零 〈 相 应 的 条 件 中 s 也 改 为 堆 )， 但 〈11)、(13) 中 的 
因子 (lgn) 要 改 用 Ови)". 

这 一 些 结论 都 可 象 对 单 连 通 区 域 的 情况 的 论证 一 样 ， 由 (1) 
一 (4) 式 推导 出 来 。 

ш (5) 式 ， 立 刻 得 到 加 域 的 结果 对 一 般 区 域 的 转化 

ETEM, i=l, = m, HEDRE SO 在 D 的 内 域 角 
析 ， 在 rT 上 有 和 角 边界 信 / C1) EL?iCT)，1<pi<o0, = 1,5, т, 
并 且 对 D 内 域 之 z 有 

fas | 104, 


г {1-2 


则 有 
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11 


Eu оф шин = OÈ F MTR- 
| > -Sailiricosn Ь GD 
这 里 Sj 是 [9.Ce")] 的 Fourier 级 数 的 第 4 次 部 分 和 。 
特别 车 f[9-JE ec 时 ， 则 有 
È -oln ep, 


вое! (1, көл). a5) 
i=1 
另外 一 方面 ， 还 可 由 СЛ) 类 曲线 的 性 质 ， 从 定理 1”" 或 (5) 
式 得 到 不 等 式 
У 0.01: Ф, 
j= 1 
Seonst.{ S fleri cph ao 
ARRESLEE WERU, i= l, e,m 
为 极点 的 多 项 式 p, E《R,) 人 使 得 
> lf- plei tb, =0{e(n)}, 


д» E-on p, =e). an 


5.3. 现在 考虑 当 了 之 间 有 重点 时 的 情况 。 一 般 说 ， 这 类 问 
题 比 前 一 节 的 要 杂 得 多 。 我 们 只 考虑 一 些 特例 。 


若 D 退 化 为 网 络 , 即 D= Г, ру *0(1),1=1,-,т, 
则 在 不 等 式 《3) 中 的 


[15] 
I< L пся 


= dt 
2л тИ 


+ 
ti 


ian} 
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-о{| есте вез 


ПЕ 
= R| “P, 
REBO Pt. = P< Pu В, mpi <esBf, ар>рн "pi = 
co 时 ，qj= eo, 

车 m=2, 庆生 重合 为 T= D, Ml 

ТЫ? =ф, ‹19) 
由 (18)，(19)， 则 从 定理 1”" 及 (1) 一 (5) 式 可 导出 一 系列 的 


结果 。 下 面 就 是 一 些 特例 。 
#D=T6€P.S.(a,0),z,B>0, Í(z)€ C(T) (对 T 外 之 点 f(z) 


可 没有 定义 )， 则 有 


Ь (18) 


lonCf)le ry SeonstClen) * || сего, (20) 
Вн ИЗ: HARU z, 1=1, m, ЖАШ 
р.ЄС(Е,) іф 


If- Parler =0{e(n)}, 
则 必 
о, Сс г = О{(їовпу?є(п)у}, (21) 
所 以 由 Mepremaa 型 的 《推广 的 ) 直接 定理 有 
1-0, Plein = О agn 0C, f,T}, (22) 
ZEe>0, ШХГЄР.І, (а,В), а,В> 0A 
17-904 =tio (2), F car), 
(23) 
考虑 在 这 种 网 络 的 情况 下 ， 关 于 中 值 逼 近 的 结果 就 有 下 面 的 
命题 。 
E p=TeP.S.CGe,D, а,8>0, fe € PCD, i=1,--,m, 
1<р<оо, FCP) Се. >>0，( 对 不 属 T 之 点 ，f(z) 可 以 没 
有 定义 )， 则 由 (3) 式 和 (18) 式 可 得 


223 ч› 
тах |-| ото fmax | 2G, f POD ji 
i L’) i Jo t 
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d) 
+ den) maxes (1, feo). (24) 


类 似 的 估计 有 


max |o (f) шеф, , <eonst.Clemmax| f | 


Г ar 
(25) 
只 要 f ELD), 这 里 9= pC2 一 Q)/8+e，e>>0, 所 以 由 第 三 转化 引 
ETA: FARU 2 ，i=1,…,m， 为 极点 的 рас) ЄК) 
得 
max|f р. |, = 0{е(п)), 


则 有 
шах] /- о. ир, =0{вт)е(т)}. (26) 
车 D=TE (A)，( 这 里 自然 m=2， 因 而 可 利用 (19) 式 )，f € 
IL(T)，1<p<co，( 在 不 属于 Tf 之 点 1(z) 可 以 没有 定义 )， 则 由 
(5) 式 可 得 


|- | азу {2 < 

-so зю от) 
这 里 S,; 是 f[ p— Ge") 1] 的 Fourier 级 数 的 第 n 部 分 和 。 
РНС Сето, 
т чорро 

f о, =0 ге — fü 9-3) t. 
| ls [те б } 
(28) 


在 同样 条 件 下 ， 下 面 估 计 式 是 成 立 的 ， 
|, )<const. | Í |a T (29) 


所 以 由 第 三 转化 引 理 有 ， 若 有 仅 以 2‘'? =, z 为 极点 的 psE 
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CR,)“ 使 得 


-| 


р-з). 
54. 下 面谈 一 个 前 面 我 们 已 经 应 用 了 的 多 项 式 不 等 式 。 即 


Pa)? О{ =>}, 
则 必 


是 | 
定理 12。 车 TE (4),i= 1,…nm 相互 是 分 离 的 ，R,(z)E 
CR,)4 的 极点 不 外 是 2 ，,… ,2'”， 则 对 1<p<co， 有 
kio PG <, (2) 
cmn, RDR. D 
证 明 实际 上 


Ра» 


ы о 
Е„(г) =0,(2,В,(2))= > У & Р,(2) 


i=1 h-o 
по) 
= У 0.02). 
1-1 
4zEK PH 
0,00) = 5, at KOJ 
ь--" 


| a ФЕ 


2xi 


hs 


这 时 可 证 ， 在 了 上 几乎 处 处 有 


Q: e= 1 Z ва. E 


2, 


+У.Р. [| $ вырез 


ari Дау £, 
利用 (4) 类 曲线 上 的 M.Riesz 不 等 式 和 9 在 边界 上 上 下 有 界 的 事 
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实 就 可 证 
je 

这 实质 上 包含 了 定理 的 结论 。 

显然 定理 可 以 改 成 


> |: 


1-1 


i) | 
ci) s<const.n| Q,( z 
LO) < l Q. ) | 


0 
Іт)» 


AT 
„ева | ,0 
L г) 1-15 Lim) 


1<pi<oo。 而 且 当 m= 2， 广 和 了 重合 时 也 是 成 立 的 。 
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чу 
Tt 


МТ ЛЕ ЕНТО 083 


$1. 解析 直 交 多 项 式 级 数 


1.1。 按 直 交 多 项 式 展 成 Fourier 级 数 常常 是 作为 实现 多 项 
式 通过 的 有 效 手段 ， 其 部 分 和 在 所 讨论 的 函数 空间 中 往往 就是 最 
кшт. 
我 们 首先 来 讨论 线 积分 时 的 结果 ， 讨 论 L:(T) 中 的 直 交 多 项 
式 级 数 。 但 是 这 里 所 用 的 方法 完全 可 用 于 建立 Cofones 空 间 
WnCT) 中 的 解析 直 交 多 项 式 级 数 的 理论 。 
设 Jordan 区 域 D 的 边界 T 为 可 求 长 ，{H,Cz)}，H,(2) E(P) 
为 T 上 之 正规 直 交 多 项 式 ， 即 
тке еа 
г 0 ттеп, 
车 /(z) СЕ, (D), ИЖ 
C, =C P = | На] 
是 1(z) 的 Fourier 系 数 ， 称 
> CHCz) 
为 F(z) 按 (BCz)} 展 开 的 Fouricer 级 数 ， 部 分 和 S.( 及 记 为 


S, =S,Çz,f) = > C,H,(2), 
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我 们 知道 ， HFI) EE,(D), 
r, =r) = If- Spiller 

一 般 不 收 贫 于 零 。B. №. Смирнов 证 明了 对 任何 f(z)€E,(D)， 
mr( 思 一 0 的 充 要 条 件 是 曲线 Fr 属于 (S) 类 (参看 [1] 中 第 十 章 )。 但 
是 T 不 属于 CS) 类 时 , Смирнов 的 结果 并 不 等 于 说 任何 函数 的 r,( 了 ) 
都 不 收敛 于 零 。 实 际 上 ， 只 要 函数 1(z) 满 足 一 定 条 件 ， 正 如 我 们 
前 面 看 到 的 一 样 ，r,(f) 不 仅仅 可 以 收敛 于 零 , 而 且 还 能 估计 出 其 
收敛 的 级 。 

AKS, = MCf,1(CP,) 人 ar))， 车 有 一 个 ps E (ро) “使 得 
If- Palline), ЖШ 

Tap (PEN); 

另 一 方面 ，eCn) 是 可 由 f(z) MRR, РАНЕ 
函数 就 可 以 找到 多 项 式 逼 近 的 实现 方法 ,而 且 中 值 误差 可 以 估计 ， 
因而 由 第 一 转化 引 理 就 可 以 讨论 在 某 种 范 数 意义 下 的 误差 估计 。 

我 们 前 面 的 工作 很 大 程度 上 解决 了 Fourier 级 数 在 各 意义 下 
的 收敛 问题 。 这 些 结果 是 很 多 的 ， 我 们 不 全 部 罗列 ， 只 举 一 些 例 
F; 

由 Faber 级 数 的 理论 有 

1. P€ L(r,s), r,s>1, f[@-J€ et, r-l +7! =1, W 
对 fEE,(D)， 有 


= ila ta dt 
0 =0{` оС ЧЕ 


Aa 77%. 
+ CD ss Ty 


° dr(t) 
d у 
паз j TID) «(1 ә). 
жаз 


IEH, f, LCT) =О(д°), 0<0<1, Б =ош 
„Ф ое (1 әл). 
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T+ 4245826832 OIE S. 
82. #T€LG,1), 121, =0(1), /?ГеФ-1Є ey, 


t 
dr(t) 
w 

r,(f) soff ос, ре у 


(gn! ofl 
+ “(T Cp-]) $ 


这 里 人 为 充分 大 的 任 给 定 的 常数 ，6' =h =1-7 1, 0=h-!G(1-— 
р!) + 《max(《p,2h))-!〈 参 看 第 六 章 中 定理 8 的 系 2)。 

考虑 更 具体 些 的 曲线 就 有 

$3. Е ГЕР.5.(а,В), а,В>0, /'?(гуЄЕ,(Р), р>1, 
000,3 ,LAT)) =0(0°), 0<o<1, Ф. 16е), 2220, 
则 对 q>2， 


НУ 5.2, ш О ес.) 


вау 2] 


+k- 1)8- o-o(4-4) +2; 
У sz 二 ,= 人 二 oo 人 er- 站 


RÆ 6=6-(2-o) 人 (二 +1)>0。 


例 4。 设 FEP.L.(a,8)，c;8>>0， 帮 PEE(D)，p>1o(C0， 
Ко, LT))=000°), 0<0<1, /“'[Ф1Є ey, WJ 


k+ 
IE- нь О-О, (1р1), 


и | 
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+G@&-1D8-G@-a (1-1) 


Wf -SDH о en (1,7999. 2}, 


съ 
只 要 o -9-(2-@(1+1)>5. 
#5. ЖГЄ(Л), / [9-16 et, КЮ EED), p>1, М 
-SRo о {еу (l,m cp) 


Я0=Е+1-г+а`! - (тіп(2,р)) >08], 8422. SA 
第 六 章 4.4 节 定理 8* 的 系 2。 

对 一 般 区 域 ， 利 用 第 五 章 的 直接 定理 和 第 二 转 引 理 ( 注 意 L? 
是 嵌入 C 中 的 ,并 注意 C 和 Z: 间 的 多 项 式 不 等 式 ( 第 四 章 的 定理 3 


则 有 
例 6. Bf EADNCD), Foa ld) =@C0,f'",C(D))， 
则 
ign 
1 & о( (2) 
7-5,0? 1с, =O [2(28°)] уи , 


ШЖГЕР.$.(а,В), а,В>0 〈 利 用 第 一 转化 引 理 ?， 则 有 


(1) 


-SEa =0 {о (С) 
а=8--®—_- (2-ау>0, 

ЖТЕР.Т.(а,В), а,В>0, # 
17-50, =0 | Че, (2951. 


利用 Fekete 插 补 多 项 式 的 结果 有 
B7. Bf CEDi), Ф. Е”, p>1, R>1, Ф.в 
映 |w| 之 1 为 玉 之 补 集 ， 无 穷 远 点 相互 对 应 ， 则 
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MSN О (2те) 


1 
-cdir 
Ж. 
$ 


0=1-4+k+l, B=U,(1) 
p `n 


-SIE =0{(2) nm I eP (LAO pef 
1<p<R; š 
当 D 为 凸 区 域 的 “ 反 像 ” 时 ， 9 可 改 为 二 -3+h+1; 当 DEP.S.C0， 


B), а, B>0bBf, 可 改 为 也 -4+htl+a-ee>0s 对 DEPL.(0， 


В), Е=О. 

1.2. 我 们 现在 来 考虑 映射 函数 几 ,(z) 展 成 直 交 多 项 式 级 数 的 
问题 。 

不 妨 设 区 域 D 包 含 原点 z= 0，4#(0) =0。 由 于 


Кге = [| ee се" 449 


=2zH,(0) (0100), 
因此 有 VCE) 1 ~2л0ф;00) 01 > H,GQO)H,CG). 


设 PFE(CA*)mn CA.) (参看 第 五 章 3.4 节 的 定义 )， 则 
(в, СФО COT)) = обои", С} 


T 


=0 [= 00) Е 


Б 


2=2( Г B ЖУ, aes (参看 [21)。 
因此 有 
定理 1, BEANA MU), 则 有 


|: (zl оя се} оэ) > H.H, o| 
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ко (2) H fien F- 
+ 1j, aC №), 
,S.C ON, 
=0 а) веса + ея 
Е 


№ ГЕ СА»), 1<р<о (参看 第 五 章 3.5 节 中 引 理 1 内 之 
定义 )， 则 由 [2] (中 之 方法 ) 有 
ЕР), 
oð, Ш +10 [ф_1, 1*(0,27)),0(6,9[Ф_1,1*(0,2л)) 


(9) 
soff La D asof Гас +015 s, 
С 


aid’ у, i 
хи s= Jal +) 


w d* 

LaO) =0(0, канве” (з), СР) 
因此 由 Faber 级 数理 论 (第 六 章 4.4 节 ) 和 第 一 转化 引 理 可 得 
定理 2?。 设 TE C4) N (А 4))，1<p<o%, 则 对 2<4<%， 


|с; (г)уї-2л(ф!(0) 3 S mO Н„(0) Н„(г) l 


я-0 


ТУР + tifi Paoi 


LOKT) 


这 里 0=k-r ++ minc, p)) 1, r<Ëy 


340, 


тор) 


Iw, 5,00, х, „910 Pan É ч 


О ah 


这 里 0=k+1-—r+q'!—- (min(2, р))7!, r<k+1. O 
由 1.1 节 的 例 3、 例 4， 经 过 简单 计算 〈 计 及 到 + 的 连续 性 ), 就 

可 得 

定理 3。 设 PFEP.S。(c，8)，c，8>>0， 则 有 


NS ler =o |(1) |, ео, 


1 В 1 1 
2<p<%,0= (== +5)в-@-0(-)» 
ГЄР, (а, В), а, В>0, WA 

1ч, 5,0,0 {=}. 0 


利用 1.1 节 例 7 即 可 得 
定理 4。 设 为 解析 的 Jordan 曲 线 ， 则 


{С (г) )1-2лсф; (0) )? У НЮ WH, Cz) 1 = Оор), 
т=0 
|W,G)—-S,CG, Ч, = Обр"), 
cop, 
这 里 p= PC 之 0 为 某 小 于 1 的 常数 。 口 


1.3。 现在 我 们 来 讨论 直 交 多 项 式 级 数 在 边界 上 的 一 些 收敛 
性 的 判别 法 则 。 


下 理 1， 记 7,= (5.1), шч 
Zra! ` А <oo 


时 ， Š oH OET ЕЛАР, 0 
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这 个 命题 对 于 实 的 直 交 级 数 是 早已 证 明了 的 《参看 -3] 中 第 
五 章 )， 同 样 的 方法 可 以 用 来 证 明 本 引 理 。 
对 于 f(z)EE,(D)，c,= cs(f) 是 Fourier 系数 ， 即 前 面 引 的 
r Br CS). 
因此 ， 若 有 p, € (P,)“ 使 得 
If- Pa leunen) 
Луг. EN), ЯО 9 
定理 5。 ИЮЛ +оо, ECNO, 
Геос Larco, 
MIS,. Cf) 在 T 上 几乎 处 处 收敛 ， 这 里 [hCGn)] 为 h(n》 的 整数 部 
Я. 0 
由 1.1. 节 的 例 1 (或 例 2) 的 结论 就 可 得 


RI TELT, D, r>1, 一 -=0(1),，fEE,(D)， 
FG) 
1.169, 2o 2, 


dn 


KINI асъ ласту: тегу» 109-1) 


вор x lBtdt<o, 
则 Su (7) 在 F 上 几乎 处 处 收敛 ,>0 为 任 给 的 充分 大 的 常数 . 口 
я, Ж 
oC, f, LAD), eO, Лә =o (181) "|, 
Жшд>2, WASET E ЛАКАН. 
利用 例 5 的 结论 就 可 得 到 


系 2。 ЩГЄ(4Л), 1<р<2, (=) ЄЕ,), 


Геба» fed) псов асо, 


92202-1) <0, 
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№52, f) 在 T 上 几乎 处 处 收敛 。 口 
特别 当 


epo, fro. = oo в) `}, o>1. 


В}, 5,02, f) 在 T 上 几乎 处 处 收敛 。 

三 cnH,(z) 什 么 时 候 在 T 上 方 按 任何 排列 次 序 收 化 (无 条 件 收 
SO 呢 ? 这 可 由 下 面 的 命题 给 出 答案 。 

车 有 上 升 的 序列 {KCn)} 使 得 

1° 0<K(n)<K(n+1)— ооу 

2° Xle,|*K(n)(logn)2 <o; 

3° 存在 正 整 数 序列 {mw} 使 得 


EKT <o, Igris, KA А 
k-1 
%Ж—1ЕЙ ЖЖ. WECH 2) 在 FF 上 按 任何 排列 次 序 几 乎 处 处 
收敛。 
这 一 命题 的 证 明和 实 直 交 级 数 的 相应 结果 相同 (参看 [3] 第 
五 章 )。 
车 取 n = [expexpk+1]， 则 上 命题 可 化 成 一 较 好 的 应 用 式 。 
这 时 ， 由 
Teillg(lgn)'!’ (Ign)2<co, e> 0. 
即 可 得 到 上 命题 的 结论 。 
由 此 经 过 一 些 简单 的 计算 ， 就 可 得 上 命题 的 一 个 便于 应 用 的 
推论 
定理 6， 设 1EE,(D)， 并 有 p,€ (《P,) 人 使 得 
If- Paler = О{е(т)у}, ECNO, 


aspas н асо, еро, 


则 二 c,《f)H,《z) 在 T 上 按 任何 排列 次 序 是 几乎 处 处 收敛 的 。 口 
由 例题 1 的 结论 就 可 得 


ы ЛЕШ 
#1. TELC, 1), r>1, тс ° 2%, f(z2) EE, 
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(D), f(@_)€et?, rith =l, 
т | 
| I aÈ, f, сг) + бы еси 


(181) (lg шг) oo ERR, 


АЕ, WEH) 在 FT 上 接任 何 排列 次 序 几 
平 处 处 收敛 。 口 
特别 是 ， 若 PEP.S (а, B), а,В>0, f(z)EE,CD),f [9-] 


Ee, 20, o, f, LTD), e,’ (д, fro-1)= ОС|1вд| 


">, 0>2, W F e,(/DH,Cz2) 在 F 上 按 任 何 排列 次 序 几 乎 处 处 收 
Ж (对 TEP.L.(c，8)，s 可 为 零 ) 。 
同样 由 1.1 节 例 5 之 结论 可 得 
#2. ГЄ СА), fG)CE,(D), 1<р<2, 
[Гаване ee (1, ft9-1)dt<oo, 


соз ЗЕЛМЕ, WEC CHC) 在 F 上 按 任何 排列 
次 序 几乎 处 处 收敛。 口 
特别 是 ， 车 
eco, frp- = 000974 0вв| -*}, o>2 
时 有 此 结论 ， 
现在 我 们 来 考虑 直 交 多 项 式 级 数 在 F 上 按 Cesaro 意义 求 和 的 
问题 。 我 们 有 


8182. 设立 lel gign <o, M Eo HC) ÆT EJL 


ЗАДАЕТ Сс, D ASO 求 和 . O 

证 法 同 实 直 交 级 数 的 一 样 。 

用 eCn) 来 表 写 c(f), 并 把 上 面 的 不 等 式 化 成 便于 应 用 的 积分 
形式 ， 则 可 得 

定理 7。 设 f(z) EED), HPE 《P,) 人 使 得 
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{/—р.Їш‹г‚ = O(e(n)), 20) “0, 
ыр ше 


WECH СЕГЕ ЛУЖА (с, Му ASO RM. D 
由 1.1. 节 例 1 的 命题 即 可 得 
RI. 设 TEL (т, 1), >l, Œ) EED), И Ф-1Ее%, 


= 3 t "(Г dë 
1 fa a sss 2 和 
h`t+r =1, 1 =0 <, | J @(&, f, 1°Гу) Е + 


аар ем(Т, Ае 2) x Edice, оро 为 任 给 定 的 充分 


Хи, Шу с, (р) Н, СЕГЕ ЛЗР Сс, А) (20) 
RM. D 
ТЕЙИШ, Ж#ГЄР,5, (а, В), а, В>0, 
ЕЕ, (>, 109-3660, e>0, 
О 


oð, f, L* (D), ео (0, frp-]) 
pte 


=0{]lgð|-']iglgð]-’ }, 
这 里 9>1， 则 有 上 面 的 结论 。 
由 1.1 节 例 5 之 结果 即 可 得 
系 2。 BTE), f(z)E€B,(D),1<p<?， 


[ө ЕСА ер, Ио.) < о 
ухо, Н.С) ET F РЕЛЕ (с, А) О>0) MRM. D 
特别 若 
epo, НФ) = 0957 1181801-°}, 0>1 
时 ， 就 有 上 面 的 结论 。 
ЖАЙ, РРС) EE,(D)， 有 不 等 式 ， 
> le, (|< И? 27 Е", 
《为 任何 正 整 数 上 升序 列 。 
. 345。 


这 结果 对 实 直 交 级 数 的 情况 是 由 Cresqkra 得 到 的 (参看 [4])， 
这 里 的 证 法 相同 。 这 一 引 理 的 直接 推论 是 

定理 8。 设 对 /(z) EE:(D)， 有 puE (P, AES |/ — р... = 
О{є(п)}, elt) YO0, ВКР Лоо, 


[соз -3й<оо, 


У Cuan (绝对 收 伍 ,因而 


> Сан ЮНис (2) 


在 F 上 几乎 处 处 绝对 收敛 ， 
后 一 论断 是 由 于 
Elcom (ЭН idz] 

< Can Ф | Huan ldz 

< У Caen наоса) 

= Гә) бин. 
至 于 在 什么 点 上 绝对 收 纹 ， 下 面 的 命题 给 出 了 一 种 答复 ， 
车 Drm <оо, У, |НК2о)|* =0(n),2,ET, 则 DCH,(zo) 

he0 


绝对 收敛 。 
证 法 可 由 [ 4 ] 中 引出 ， 这 补 题 也 就 是 说 ， 


车 有 ps€ (Рә, 17-р =), ec yo, fe 
г! <, У |Н,(г„)| = Оп), MH], 
#-о 
X ICH, |<оо, 


由 1.1 节 例 1 之 命题 可 知 : 


设 FELCr，1D，r>1， і 


qay = 9G),fG EBD), fo] 
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Ee, h`!+r'l=1, hCtD_2eo, 
ө n? 
ПГ” ов, л, ro 
° 


+ Arae (FE, /ге-1) | tat <o, 


Ga 


ASOR Ж Н, WE 1С 001 ео, 

特别 是 有 

系 1. ШГЕР,5.(а, B), а, B>0, f(z)EE,.(D), Л9-1 
Eeg, 220, 


®(д, f, ГГ, ет? 


3t 


=0{0' 188 -*}, о>, 
Я У) IC,Cfy|<co „ВИ > |С„СУН„(г)|< соў} Л.Н Е Г 


(в, fr9-1) 


立 ! 而 当 Хин, (Z| = 00и), z, € Ti*, D |С.) Н, (2) 1< 
-1 


©. Ü 
ЖГЕР. Г, (а, В), а, В>0, Ще=0. 
由 1.1 节 的 例子 5 就 可 得 
系 2. BrE), f(z)EE,(D), 1<p<2, h(t) jo, 


Ге» е. уа, 


WE Ск» ДО |<. D 

НЕ. MEA КЕЙТ Jordant ЖШН, МЕ — 
样 ， 在 L 上 按 线 积分 建立 直 交 多 项 式 ， 那么 对 f(z) ELL) 同样 
可 以 建立 类 似 于 上 面 一 系列 结果 的 定理 。1.1 节 和 1.3 节 相应 的 结 
论 读者 不 难 列 出 来 ， 这 里 从 略 。 


1.4. 车 考虑 接 面积 积分 的 直 交 多 项 式 级 数 ， 也 可 以 得 到 许 
多 结果 。 
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设 {K,C2)} 为 L*(D) 中 之 正规 直 交 多 项 式 系 ， 
ко aaa = | 1529 
D 


REK, (z) € (Р,)4, 
若 f(z)EA(CD)InLCD)， 则 对 {K,(z)} 的 Fourier 展 式 为 


0n=m, 


Fe~ E NKO), 
А-0 


сі = [сек уСзагау 


р 


5:02, Р =S:(fy = УС; СКС), 


DWERSE, fy=M(f, IPod fe € AGD) n L: (D) 
是 成 立 的 。 

我 们 知道 ， 当 DD 为 Carathéodory 型 区 域 时 ， 

ISEA - fli. ee 

(Farrell 定理 ， 参 看 [15])， 因 而 5:07) 在 D 中 广义 一 致 收敛 于 
Кг, ЖН. У CI(CPDK,(z) 是 绝对 收敛 的 (参看 [ D. 

至 于 误差 If -SOIN p, -SOIR AAT Uh 
一 、 第 二 转化 引 理 〈 和 相应 的 嵌入 不 等 式 ) 导 出来。 下面 是 一 些 
简单 的 例子 。 

#8 ЖНРЕ(Р,>^, llf- pleon (т), РЕЗ, (т, 


6), Ир(Т) <, М 
1-1 
о ене) ‘iko, 
в 0(-) 


这 是 第 二 转化 原则 的 直接 推论 。 
一 些 特 殊 的 情况 就 是 
Я) 设 IT 为 Jordan 曲 线 ， 帮 <E4CD)nCGD)，8 大 在 D 上 
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Уи, (6), ША 


12% 
wa 0089) 
15:01» = 09 [ JP (28%) раа ; 
[ n ] Up (1) f 
ЖОҢГЄР,5$,(а, В), В>0 
и -5:б ofron (21, 


ЖНо=АВ+ G+ П(а-2)>0, e>0; М ГЄР,І, (а, В), В>0 
时 ， 


у=: = of)" 


м-в a (E) 


这 里 引用 了 例 8 和 第 五 章 定理 2 及 转化 引 理 的 结论 。 

例 10 设 IT 为 可 求 长 Jordan 曲 线 ，f(z)EE(CD)，6s < 
co( 参 看 第 四 章 定理 13)， 则 由 |f -pler, 和 sz)， 用 第 二 转化 
引 理 可 得 

f=-s: но вагу тев. 22409, Це, 


Unp( 工 
n 
一 般 由 | - p. p <en), е) №0, 918 


1 
Ia 2(— 


У Е s < 7—26) O) а, 


U, (+) 
2<p<%, и>1. 
我 们 不 再 引 录 类 似 的 结果 ， 下 面 只 谈 谈 等 角 写 像 函 数 展 成 直 
交 多 项 式 级 数 的 问题 。 
不 失 一 般 性 ， 不 妨 设 D 包 含 原点 z =0。 设 函数 w=g(Cz) 等 角 
映射 D 于 |w| 二 R，g(《0) = 0，9'(0) = 1。 当 DD 为 Carathéodory 型 
区 域 时 , 根据 前 面 的 说 明 ，S:(g’) 在 DD 中 是 广义 一 致 收敛 于 g’ Сс) 
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的 ， 并 且 S; 9’ А BEL (D) kk, ФН, BRATE 
展开 式 


9'(2)~ > aR? К, (0)К»(2). 
kno 


像 1.2 节 一 样 我 们 容易 证 得 下 面 一 系列 结果 ， 
А) &ГЕР,$.(а, В), В>0, И] 
ПМ < Ее Ol) =0{ 1.1, 
1 


#>%, 2<p<0%, o= (14 


+ 28)в-202-0(5-1), 


,C2) — 5162, Фо ol 11, 


2>0, 1<р<оо, s= (515 + 2)в- (2-а), 


#Trep.L.G, В), В>0, W 
9,02) 5162, Фили ск = ОЛЕ}, 


r= (516+ E- @-в (1-1), i<r<a 


}, 


IW- 5:6, 90го =0| 


lgn 
п! 


1 
2-8 


В) ГЄСА*) ПСАЛ), ИА, 


1<р< о, А= ( 


8 = 
+-)8+@-). 


, EX 2 K (nà. о 
9'(2)- У aR? К„(0)К,(2)| _ 
тА cop 


=о (4) («шо 


+1 [ео dder), 


k-r-1 


12 п 
对 r<R+ 1， 有 
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М.-Л», 


1 
к, dt ' 
1) (го а де. 6004 
С) ШГЕ (ЛУП СА‹ь,), 1<р<, М 


LID) 


[ro - > aR? K,(O)K,(z) 


орау „ео 
т, Тосо. + (11, 


1 


ө= пт, 472) 


+4-ь 
осанке, 
о) оне 

К о 


min, Q) + 
lte = 514+ 10 со 


о) ое 
=, 
ао у). 
Ле, 


орфо 


é 351, 


ой Эр 


这 里 r<k+1。 
D) rH Jordant iR, W 


А РРР (h) 
lro- > rR? коз. | = 00р"): 
О c, 
0.0) 5:62, $.) Ns = O(p"), 


这 里 & 为 任何 非 负 整 数 ，0<p= p(k)<1。 

附 记 ， 我 们 同样 可 以 讨论 按 权 的 《线性 的 ， 面 性 的 ) 直 交 多 
项 式 级 数 ， 特 别 是 权 函 数 界 于 两 个 正常 数 之 间 时 ， 前 面 许多 结果 
相应 是 成 立 的 ， 一 般 是 在 估计 式 中 多 了 一 个 常数 因子 ， 所 以 并 不 
会 改变 一 些 本 质 的 东西 ， 但 这 时 直 交 多 项 式 的 形式 改变 了 。 而 且 
ЛЕМ (T), УЖ. 

一 般 说 ， 引 入 内 积 的 方式 是 多 种 多 样 的 。 对 不 同 的 内 积 一 般 
说 都 可 作 平 行 于 我 们 作 过 的 讨论 。 特 别 是 关于 1.3 节 的 一 些 结果 ， 

本 节 的 许多 结果 都 可 推广 到 《〈 像 第 四 章 ， 第 五 章 或 第 六 章 中 
介绍 的 )“ 分 片 多 连 ? 的 集合 上 。 


。 一 般 解析 最 优 逼 近 多 
项 式 的 一 些 注 记 


2.1. 由 第 四 章 得 到 的 一 系列 不 等 式 〈 包 括 由 它们 可 能 的 组 
合 而 得 的 不 等 式 )， 根据 第 二 转化 引 理 〈 必 要 时 结合 第 一 转化 引 
理 ) 就 可 以 得 到 许 许 多 多 关于 解析 最 优 逼近 多 项 式 或 调 合 最 优 有 到 
近 多 项 式 在 各 种 范 数 意义 下 的 误差 估计 的 转化 。 关 于 这 类 问题 处 
理 的 技巧 我 们 在 第 二 章 、 第 三 章 、 第 五 章 (Bieberbach 多 项 式 理 
论 ) 以 及 在 本 章 8 1 中 介绍 不 少 了 ， 所 以 对 最 优 解析 逼近 多 项 式 
或 调 合 最 逼近 多 项 式 其 他 有 关 的 结果 再 作 全 面 介 绍 和 全 面 讨 论 是 
没有 什么 必要 的 .下 面 我 们 谈 谈 由 有 关 的 散 入 不 等 式 和 第 二 转化 
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引 理 一 般 可 得 到 哪些 类 型 的 结果 CH R, YJ E, НЕХ 
件 是 简化 了 的 )， 

BREH- MAR, (PCP) NE, # 

[2.\*=<Ф(и, [р„|7), Pa E (P.)°, (1) 

е1" <В), еЕ В, (2) 
Plt t), ВСР) Xir, ТАНЕЙ, |+ ЕР“). НО *Є 
(Р) 17-0: 1+ <е (п), fe E, 0 
ПА меў, ICPa iN 
< (6% (п) + фп, 28-В(е+ (п)))). 

车 有 Q-E (P. 17-0: 1-<е- (п), ШЕ—Ж ЖЕЕ, Оў 
具体 问题 ， 读 者 不 难 列 出 这 种 所 需要 的 条 件 )， 
17-м, 1,1915 
=<h-(#" (n) + В(2Һ*О*(п)у)}, 


D+ Cn) = 201+) (lgu) 
ыы ие = ууа 
xf anto [!,2һ e (2) =, и>1, 


若 代替 (2) 式 的 是 
р. <, [р,|*), PaE Pt (2°) 
则 在 一 定 条 件 下 有 
l/- MJ, КРУ 
<ht{et(n) +ф(п, 2h`D_(n))) 
I- ме, Ире 
< {е5 (n) + фп, 28+, (п) }, 


ни о е Me. 
这 里 мат ауе 
xu[:, (1) |2, 
ик о (е и! 
р, (п) = aneia Гоо 
xp [i ze (2) Ја, 
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因此 ， 一 般 说 由 一 对 不 等 式 O, 2, RA 〈1)，(2") ,就 
可 以 得 到 最 优 逼 近 多 项 式 对 函数 的 误差 估计 的 两 个 结果 .这 种 一 
般 的 说 法 对 调 合 多 项 式 逼 近 或 其 他 类 型 的 〈 实 的 ) 逼近 理论 也 是 
类 似 成 立 的 .车 考虑 的 是 解析 多 项 式 逼 近 或 调 合 多 项 式 逼 近 ， 而 
范 数 的 类 型 不 外 是 

Пе оосо Me Пибсгро» | * созо» 

1 • Пи соф» R>1, 0<р<оо, ZHAI НАТЕ ЖЕ 
很 容易 的 《类 似 的 处 理 我 们 已 经 讨论 过 了 )。 因 此 ,以 后 我 们 只 要 
把 一 对 不 等 式 列 出 来 而 不 一 定 把 它们 对 应 的 《两 个 ) РВ 
近 多 项 式 的 定理 写 出 来 也 就 够 了 。 

自然 ， 上 面谈 到 的 形式 并 不 是 最 一 般 的 ,车 用 第 一 章 中 第 一 、 
第 二 转化 引 理 的 一 般 形 式 ， 则 结论 将 更 完善 些 。 但 实质 还 是 一 样 
的 。 


2.2。 这 里 我 们 只 举 几 个 关于 不 等 式 对 的 例子 。 读 者 可 根据 
第 四 章 的 结果 列 出 更 多 的 成 对 的 不 等 式 出 来 。 

定义 。 设 zeE D 为 任意 给 定 的 ，9g(z) 在 D 中 定义 ,车 962(Czo) 
=0, 1= 0，1，…，A 则 (形式 地 ) 记 为 gE CD), 或 者 说 条 件 
DYRE. 

ЮЖО ЙН PERRA AAAA D 的 可 求 长 Jordan 
MARKA, ЖИГ ИЕК ЖП ВЕНЕВ, 2,). 在 
这 种 情况 下 ， 我 们 称 DE[J]， 并 记 

100) = .sup 16, 2,). D 
利用 第 四 章 2.1 节 的 不 等 式 和 条 件 [J] 的 定义 ， 就 可 得 到 


Ipo, < И Iple 
mu. | Шет 
1а1с 5,2100) Flg (с, 
这 里 gEE=C (р) ПАС) ПО, ,), НЕ РЕГ, р.Е 
(Р,)", ЖУЕЕ, 
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I- ое < eO), 
则 M- Md, WPD lees Л 


єй + ED) 二 ро». 


这 里 eCn) ЛГ C) 的 特征 进行 估计 的 , 而 9, 的 具体 形式 在 
这 里 对 我 们 是 不 重要 的 。 
根据 第 一 转化 引 理 还 可 考虑 在 其 他 范 数 下 的 误差 估计 。 
利用 第 四 章 的 定理 和 定理 7 可 得 


1 
,. 
(Ip, kaco] eoD mD ыд» 
912. | вй) 


ИТ Q p <a 191ссъ»» 


这 里 BE 为 CCD)nA(CD)nL4%(CD)nCDe-)。 以 后 我 们 凡 引 用 到 符 
SUD) m, MEBDE]. Tp, ECP)? =(P, NE, 

举 一 个 应 用 的 例子 ， 设 DEP.L.(c，B)，c，8>0，p<[1- 
max(0, 1- 2а)1/02- ВЕ] (这 时 显然 有 А, (р) оо). Hf 
€ ACD) 在 D 上 满足 7 级 H61der-Lipschitz 条 件 ， 则 

IJ- MCF, ECP) шоо ees 


a Santin 
= вт)! ee (L) b 
这 里 а= ваъ) 20270), 


利用 第 四 章 定理 4 和 定理 8 可 得 


1р, |1я ep ЗЕ р» [Ш рэ» 


Виз. | Пары соо а. aaCD)lolzrco， 


这 里 设 D 满 足 第 四 章 定理 8 的 条 件 ，E = АСЮ) ПЕС) NLO) 
П(Ф,-,), Pa Е (P.)* = (Р,)* ПЕ, 
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1 
=D mepi 054 150001 a, 
А) 
ЖЖ, #рЄР.5.(0,8),а,820,/)ЄЕ,а= со," 62)Є 
ср), ро - max(1- 20, 091/202 081, 9 
17-м, СР" ору) [севә 
=0{п°* 017+}, 


неро, 000) =0(0, ft”, (D), os 200) вт, 


若 DES:(ro，6,) 之 边界 T 为 Jordan 可 求 长 曲线 ，E = Ер) 
NID)，p,€《P,)*=(P,)4NE, p (D)<o (参看 第 四 章 定理 
13)， 则 有 


А 1 
туо Э), һө», 
114. вв (=) 
191.» соу <6,.CD)|g| сг. 
30, CD). P, (D) (© Жж SE 8), Е=Е.(Р) П 
1494р) «р, 1), (Р„)* = (Р„)4ПЕ, WA 


p ЇЇ ry «203 


92(p+1)(p+2) \; 
15. [еы УТ 
| OUa (1) р 
l IIL o <ó, Ср), ь,.Ср) 191. r e 
BD CP.S.Ce, В), а, В>0, /(2)ЕЕ, Жр, Е (P,)*## 


Bi- pzecr SEC), ДЇ 


I-le = 0 {n eQ), e>0, 
REOM, IP |: ),p<2a, REAME, IP [uo о >, 


p<[1-maxG1-2e, 071 х[<#-8(1+#) |". 


相似 地 ， 还 可 以 列举 出 许多 不 等 式 组 ， 据 我 们 初步 计算 ， 由 
第 四 章 至 少 还 能 导出 一 二 十 对 能 用 于 最 优 〈 多 项 式 ) 逼近 的 讨论 
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2+ 


的 不 等 式 . 
$3. 对 调和 函数 的 逼近 


3.1. 像 利 用 解析 多 项 式 来 各 近 解 析 函 数 一 样 ， 我 们 可 以 用 
调 合 多 项 式 〈U,) 来 逼近 调 合 函 数 。 但 这 往往 会 遇 到 更 多 的 困难 ， 
因为 对 于 调 合 函数 可 采用 的 手段 没有 象 处 理解 析 函 数 时 所 用 的 那 
么 完善 ;而 且 这 些 方法 和 工具 大 都 是 由 解析 函数 理论 的 成 果 转 化 
来 的 。 于 是 所 得 的 结果 往往 因为 转化 而 产生 了 “弱化 ”, 特 别 是 在 
估计 各 种 意义 下 逼近 的 误差 时 会 遇 上 这 种 情况 。 

由 于 调和 函数 (我 们 在 此 只 讨论 二 维 的 ) 是 解析 函数 的 实 部 
(或 虚 部 )， 若 关于 调和 多 项 式 对 调和 函数 《在 各 种 意义 下 的 ) 更 
近 的 可 能 性 或 误差 估计 的 条 件 是 直接 由 相应 的 解析 函数 的 特征 来 
阐明 的 ， 则 等 于 取消 关于 调和 多 项 式 对 调 合 函 数 逼 近 的 探讨 ， 因 
为 那 是 直接 属于 解析 函数 构造 的 课题 。 

我 们 应 该 设法 直接 利用 调 合 函数 的 特点 (例如 在 各 种 意义 下 
它 在 区 域 上 的 连续 性 ) 来 揭示 调和 多 项 式 对 它 的 逼近 的 可 能 性 和 
估计 逼近 的 程度 。 

但 是 关于 可 能 性 的 问题 ， 一 般 说 是 有 类 似 在 解析 函数 理论 中 
相应 完善 结果 的 。 例 如 ， 设 D 为 一 Jordarn 区 域 ， 调 和 函数 UC(z) 在 
闭 域 D 上 连续 ， 则 必 存 在 调和 多 项 式 序列 {U,(z)} 在 刀 上 一 致 收 
敛 于 U(z); 设 D 为 有 界 的 caratheodory 区 域 , рф ЖИ) 
ELCD)，p>>0， 则 必 存 在 调和 多 项 式 序 列 {D,(z)} 使 得 

т [0629 0,2011 ә =0 
254$. Е ИГИ ЖЕЗ] ЖЕНИ еж В НУ. 

关于 利用 第 一 、 第 二 转化 引 理 来 处 理 调和 多 项 式 逼 近 的 误差 
转化 的 问题 ， 看 来 是 没有 作 再 多 讨论 的 必要 了 。 因 为 只 要 知道 有 
关 的 不 等 式 〈 组 )， 结 论 的 形式 就 很 容易 列 出 来 。 
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3.2. 车 由 调和 函数 已 知 的 性 质 能 找到 对 应 的 解析 函数 的 某 
些 性 质 ， 那 时 再 用 上 解析 多 项 式 逼近 的 直接 定理 ， 就 可 以 得 到 用 
调和 函数 本 身 的 性 质 直接 描述 的 直接 定理 了 .因此 ， 只 要 找 出 调 
和 函数 和 对 应 解析 函数 的 性 质 〈 例 如 连续 性 ) 之 间 的 联系 ， 关 于 
调和 多 项 式 带 近 的 直接 定理 就 算 找 到 了 . 

我 们 来 讨论 连续 模 的 一 些 性 质 ， 

设 D 为 一 Jordan 区 域 ， 则 这 时 映射 函数 $《z)，yV$,Cw) 在 相应 
区 域 的 边界 上 都 是 连续 的 ， 它 们 的 连续 模 分 别 为 

*1(ду=в(д, $,, CCD)), *J,C0)= (ó, Ф, 
с(|м|<1)). 

Реалии ЛОНО”), #02) Е Нр) сб) Z 
连续 模 为 2C0) = o(6，U，c(D))， 则 显然 

®(д, О(ф,(о)), c(|w] <1))<@(*J,(ó)). 

ИФ. СУ) ФС Є A(|w| <1)2 3, ЖШ Schwarz А 
式 ， 并 用 通常 处 理 Cauchy 型 积分 的 方法 就 有 

引 理 1。 设 Rep《w)E cl|w|<1) 之 连续 模 为 RC0)， 并 且 


fir oco, 
о 
ФСР) Є c(|w|<1), FE 
ald, p, ce(|w| <1)) 
рав а а 
soffir соок со), п 
继续 前 面 的 讨论 。 这 时 我 们 知道 ， 芳 
Гос 至 <=， =), 
ФСУ) Є cC |w |<1), ЖНЖ 
al, в, cl [w |<1)) 
zoff acra raf ocs 4. 
ВС) = ФС, 029) Z ERAU, НИЖЕ 
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сср), 并 且 
at, f, обу) | астау) SL. 


. г . dt 
И 9], 2 с) яр 


这 里 *I(6) = "Ip(0)。 总 之 我 们 有 
引 理 2。 设 D 为 Jordan 区 域 ，UEHCD)nc(D ) 之 连续 模 为 
00), 
Гос 这 <， 
° 


设 /(z)E4(D) 以 U(z) 为 其 实 部 ， 则 必 f Ec(D)， 并且 


el) 
= d 
о, t,e» = off 020-9 
L. Я dt 
+ ro OCIA) «р 0 
特别 当 DEP.S.(Cc,8)，&>0 时 ， 上 式 可 化 成 
а а 
a, f,c D=o] асу ғ 


ror |" а, 


Ее 


这 里 e>0， 当 DEP.L,(a, В) 时 ，e=0， 而 6= =й -е. 


由 第 五 章 之 定理 2 即 得 | 
16. 设 D 为 Jordan ХЗ, U € H(D) ПСО ) 之 连续 模 为 


@(0), 
Госте» <, 
0 t 
则 有 U,E (U,) 使 得 
ign 
ЕС) dt 
[U -Ulaz =0 [веко 
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‹ а 
+&( топ f; Cus @ IG) р 


这 里 E(6) = *I(Jp(0))。 
特别 当 DEP.S.Cc,8)，c,8>0 时 ， 上 式 化 成 
1)° dt тур" 
0-0,1 = о]? осо GT ауес 


х а Ь 


1 
1+ate 


这 里 se>0， e= 25 =e. М wD €P.L,(a,B), а, ВОВ}, AR 


< dt 
lU-U, soff ` oc 


кое сво), 


И в 
с), 


我 们 来 考虑 Ог) 的 高 阶 导数 的 连续 性 。 
ГЕ (М, 2 Ж 第 五 章 3.4 节 )， 则 我 们 知道 ， 这 时 映 
射 函 数 的 导 函 数 p: G), Webb (z) 在 定义 域 的 闭 域 上 连续 ,并 
еа. о еј, гай 


且 有 
1 
2] 
级 的 连续 模 〈 参 看 [ 2 ] 或 第 五 章 ) 。 
记 3*0 为 U 在 边界 T 上 对 z?，y，n，s 的 R 次 〈 混 合 ) 偏 导数 。 
引入 条 件 


абаз» [zal (1в21) <o, 


设 UEHCD)N CD), 2UCCCD 在 T 上 之 连续 模 记 为 R 
(6)。 这 时 像 第 四 章 中 § 3 的 讨论 一 样 ， 可 证 对 应 的 *3:UCp,Cw)) 
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&€C(|w|= 1) ОХЕ ӘН РОН E |w] = 1 而 言 的 )， 
(А 
并 且 其 连续 模 为 T (0)， 其 级 为 
of 0 tfeann E rof eana 


+o, 
把 引 理 1 略 作 变形 就 可 证 , 若 | T o соо, росы) 
EWIK, ФИФ, ЗЕЕ ВЕ B (0) 的 
级 为 
аро. 


经 过 简单 的 计算 就 有 
名 c=of с-а 


(w2)' 
+f Ea- 0 (11)-4 П; eu Ct) (в H. 
这 时 显然 f(z) EACD) Пс) 的 连续 模 之 级 为 
of в (0) [ва GD 至 + ea 9. 
+91), 
ZE f (2) =9(»). 


总 结 上 述 ， 我 们 得 到 
引 理 3。 BTE 1), UCHOD) Псб), FUEC) 


在 F 上 之 连续 模 为 R (д), CHE 
[ R ср се, 
则 以 UV 为 实 部 的 FE A(D) ЖЕКЕН О Е (D), f 之 连续 模 
*361+ 


之 级 为 
off R KOLET R O +6(в1 


+f Eck- (авт) а + a po (в1) 41. D 
利用 引 理 3， 由 Anbrep 的 直接 定理 (29172) 就 可 以 得 到 
#117. TEC"), UEHOD) Пс), U EEr 
上 之 连续 模 及 (6) 使 得 
Еа 
则 存在 U,E (U,)， 使 得 


1 У Siki 
ля До вой 


с (р) 


(dgn)? ч 1.4 
поран 


оооу] 
而 且 若 更 有 PE (4 )， 则 可 改进 为 
A o d 
н-д = | [о 
El 0 
ШЕ оо}. 
利用 等 角 写 像 很 容易 证 得 
引 理 4。 设 ID 为 解析 Jordan 曲线 ， 则 对 任何 fC) EAD), 
f(ze)=0，zocD， 有 
С, CÔ, f) KCC, ORS), 
REI<p<o, СА. П 


因此 ， 由 第 五 章 面 性 中 值 的 结果 就 可 得 
例 18。 ИГТ Jordan НН, UCHD), 40/0 дум E 
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L'(D), MJ#F#U,€ U) 使 得 


+ 'U 
[U-V #0 {G eh тди). 

3.3. 0116—1918 反映 的 都 是 直接 由 调和 函数 本 身 给 定 的 
性 质 来 描述 的 用 调和 多 项 式 来 逼近 的 直接 定理 。 类 似 地 还 可 得 到 
更 多 的 这 类 定理 。 例 如 可 利用 第 六 章 Faber 级 数 中 值 逼 近 的 结果 
来 研究 调和 逼近 在 线性 中 值 意义 下 的 各 种 直接 定理 ， 这 些 讨论 留 
给 读者 。 

由 直接 定理 就 可 像 第 二 章 S 2 和 本 章 $ 1, 8 2 一 样 很 好 地 来 讨 
论调 和 多 项 式 最 优 逼 近 的 问题 和 建立 调和 直 交 多 项 式 级 数理 论 ， 
讨论 的 方式 是 相似 的 。 现 我 们 谈 谈 和 数学 物理 直接 方法 有 关 的 一 
些 问 题 。 

用 最 优 有 逼近 多 项 式 〈 极 值 多 项 式 ) 来 对 调和 函数 逼近 ， 这 实 
质 是 数学 物理 直接 方法 中 的 最 小 二 乘 方 法 。Mnxnan 在 考虑 对 平 
面 的 Laplace 方程 的 第 一 第 二 边 值 问题 〈Dirichlet 问题， 
Heiimann 问 题 ) 时， 只 证 明了 这 种 方法 的 收敛 性 ， 而 误差 的 级 的 
问题 并 没有 解决 《参看 [ 8 ] 中 关于 最 小 二 乘 方法 的 一 章 )。 根 据 
前 面 的 结果 ， 有 些 问 题 是 可 解决 的 。 下面 我 们 对 Maxin H hh 
问题 作 一 些 注 记 。 

Dirichlet 问题 是 ， 设 在 T 上 给 定 了 边界 函数 F(z)〈 它 必须 是 
有 界 的 ， 并 且 至 多 有 有 限 个 点 不 连续 ), ЖОЄ H(D), 它 以 F(z) 为 
边界 值 (可 能 有 有 限 个 点 例外 ), 我 们 可 取 MCEF(z) „| Ullr), 
р>0, EAU 的 近似 。 这 时 ， 我 们 不 必 知 道 D KU 之 值 ， 而 
М„= МОЕ, |UD) Жр 中 是 广义 一 致 收敛 于 5 的 ， 若 只 考 
虑 在 闭 域 上 一 臻 逼近 的 误差 估计 问题 〈 这 对 实际 问题 是 最 感 兴趣 
的 )， 用 我 们 的 方法 来 处 理 〈 这 时 利用 例 16 一 例 17 够 了 ,所 需 的 调 
合 多 项 式 不 等 式 可 由 第 四 章 导 出 )， 就 很 容易 得 到 下 面 的 结论 ， 

A) Ж ГЄР, 5, (а, В), а,В>0, Е(2) 在 上 满足 8 级 的 


Halder-Lipsehitz 条 件 下 <6<1,WJ 
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Е 1 
|U - М,]. 5 = 0 , 


1у_ 

z) г, =>0. 
В) ГЕ (А, у), ВРС) 之 连续 模 оз) 满足 
ик, 

° $ 
ІХ k=l, p>1, 0<r<k# 


М-м =0 {3) If: о + 


1 
Ча f cano (вру 


+Í, E-i (is pa |А 


而 当 TE (Au, 7? 时, 则 可 改进 为 


к=, ос di + 


Ia- Mlee = о = 
+1, oa) d FT 


Neñmann 问题 是 ， 给 定 了 边界 上 U(z) 之 法 线 导数 F(z)， 
RMU) EH(D)。 这 时 我 们 取 M;(z) € (U) 为 实现 


__ду„(2) 
| re Kay; SN a P. 


№ 8 ЛЛУ,Е CU, >, № BB М: = МСР, CUDI, Igle 
= 199/2» ri. 
车 还 是 考虑 M: 对 VÆ 中 的 误差 估计 问题 ， 则 用 例 17 的 
结论 就 可 得 到 
С) ИГЕ (А\%,), F/I ECT ZERA oO 满足 
Joe <=, 
Ш|Х]0<г<Ё, p>1, Ж 
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1 1 
д К ось dt: 
ыо. [feo Т 
1 


а) оса. Clem) tfew (ж) 


n n 


alse] 
而 当 TE Maro) o EHRT REA 

[2 @@-м:›) ЖО T ot 

ж, owt] 


TX FE (n) = |UGz) -~U (za) – М: (2) +M1CG2O)|c er 20 
ED， 则 可 由 下 式 估计 


кп) = о] д-@- м] 


А 


在 实际 问题 中 ， 这 些 M,, М; 往往 是 直 交 多 项 式 级 数 的 部 分 
和 。 
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封闭 性 的 转化 


$1.。 几 个 具体 的 方案 


在 第 一 章 中 ， 第 三 等 价 定理 进一步 刻 划 了 完全 性 与 封闭 性 的 
联系 ， 体 现 了 在 特定 的 条 件 下 ， 完 全 性 与 封闭 性 相互 的 转化 ， 

在 许多 问题 的 研究 中 ， 往 往 还 要 考虑 另外 一 种 转化 。 即 已 知 
FEF 中 封闭 (完全 )， 在 什么 条 件 下 ， 它 能 转化 到 ЕЕЕ 中 封 
ШОФ). Е, F 可 以 是 不 同 的 抽象 空间 。 这 样 的 问题 ,从 泛 函 分 
析 的 角度 作 一 般 性 的 考虑 ， 结 果 还 很 少 。 比 较 有 些 成 效 的 是 结合 
问题 的 具体 条 件 进行 讨论 。 

一 种 方案 是 利用 解析 函数 的 唯一 性 到 封闭 性 的 转化 来 实现 上 
述 转化 ! 一 种 是 利用 函数 变换 的 特殊 考虑 来 实现 上 述 转化 。 

关于 第 一 种 方案 ,我 们 可 以 概括 地 介绍 于 下 。 

设 F 与 一 致 ， 而 Fs 与 Es 互 不 相同 . 并 且 已 知 Fs 在 E 中 
Zo 处 封闭 或 完全 。 设 有 一 组 条 件 (K)， 当 (K) 满 足 时 ，f EE*， 
fG)=0, z€E,, Ф970) =0，yEF。s。。 既然 Fs 在 x。 处 完全 ， 
则 fCz。) =0。 因 此 条 件 (k) 就 保证 了 Es 在 ze 处 的 完全 性 (或 封闭 
FD. 

ЖА СИЕ — РЕВ ‚ДЕДЕ НГ НЯ Ор 
刻 ， 由 f(x) = 0，zEEs， 导 致 =0, [ИШНИ #  =0, 
УЄЕ,, М Е.1 хо ЖЕЕ Bs 在 r。 处 的 完全 性 . 由 
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TF А ОВ W RAAR HAR, е. БЫ: gr rE (ky X 25 45 
难 实现 的 

具体 一 些 说 ， 是 对 集合 E, ОР. 能 用 复 平面 的 某 一 集合 D= 
Ei UFi 来 编号 ,E:，Fx 相 应 对 于 Es 与 Fs. z(z2): DE, UFa, 
当 fEE*，f《x(z)) 是 z 的 解析 函数 时 ， 藻 条 件 (k) 使 得 对 zE ЕЕ, 
F) = 0, 导 致 对 zEFi,f(z(z)) = 0, RAH ZEE f(z(z)) 
=0， 导 致 f(x(z)) 三 0。 WA, Ш Р.Е ЕФЕ ВЯ ЕЕ 
ЕН. 

上 述 方案 我 们 简称 第 一 方案 。 

第 一 方案 的 一 个 变形 是 下 述 的 第 二 方案 。 

设 ,为 可 数 集 (x,)，f EE*，f(zx,) = 0, 在 一 组 条 件 (k) 约 制 
下 ， 等 价 于 对 某 gEB"， 有 0'g(zCz,))/9zi = 0,(bp) 为 非 负 整 
数 ， 可 以 相同 ，zCz) 为 映 复 平面 的 某 一 集合 于 的 映 象 . 而 
д'*9(2(2,))/д2'* = 0 又 在 某 一 条 件 (k,) 约 制 下 导致 9 三 0。 Ш 
9 三 0 又 导致 [三 0 时 ， 由 РАДЕ Е ну ИА ЕЖЕ не, 

这 一 方案 我 们 将 用 例子 来 说 明 ， 主 要 是 利用 Abel 插 补 理论 
所 刻 划 的 解析 函数 的 一 种 特殊 的 唯一 性 。 

利用 函数 变换 的 转化 方法 我 们 简称 第 三 方案 。 

ЖЕР, ЖЕ 中 完全 ， 而 Es 又 在 Fs 中 完全 ， 则 必 Es 也 在 E 中 


完全 。 
利用 这 一 引 理 来 进行 转化 的 ， 我 们 简称 第 四 方案 。 

关于 第 一 方案 的 用 例 可 参看 [1 一 3]， 那 里 有 关于 LCa,6b) 中 
的 完全 性 研究 ， 可 用 的 解析 函数 序列 有 {FCsi7z)},，{e**)},， (F 
беу}, {Feit бу), {Ce 2,971), {e-z}, (FGs)/ 
ВСР}, (FCt+si)/h(tD), (U;LO,lgh(e°), (X.)1)G=1,2,3)28 
形式 、 类 似 的 结果 对 带 权 空 间 与 C 空间 成 立 。 下 面 我 们 侧重 介绍 
其 它 方案 的 用 例 。 
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$2. Abel 插 补 法 的 应 用 


下 面 举 一 个 应 用 第 二 方案 进行 转化 的 例子 。 为 不 失 方法 的 典 
型 性 ， 我 们 考虑 ТРЛН И. НЫ, ("РЕ 


С-л,л), 1<р<ооф 5, (пу) ЕСМ), Z= 


eo, 

WU) H В, <г Z А 3, НВ, = |a | + |а, ао | ++ + 
[а, -в,-:|. Иърагимов ‘939 Н, ХТЖ 函数 FGz)， 若 满足 条 
ФСК”), 


1°) IgM(r,F)<)n(er), r>ro 

2°) м< IE, e<l, 

а 2 

ДЈ F (а,) = 0BF, VF С(2) =0. 

由 这 一 结果 即 可 证 得 

定理 1。 若 整 函数 F(z) 满 足 条 件 MOM), Це" Е 
Canet- rnp D 

实际 上 ， 考 虑 函数 


Лә = 人 есета, 


对 VCH) Е LTTC- x, m, КОЖ, 


МО, МО, Р), 
МС ЕС. 
ЕА Г УОе"Е(ане а! = 0, п= 0.1.:- <-> 


则 必 导 3k Г"? (а, =0, п=0,1,2,--.. HH Иърагимое 之 结果 ， 
Ж) =0. МИ" C0)=0,j=1,2,…， 也 即 


[| Ier vdt =o, 
由 {e 分 在 1С, л) фуз ВЕ, Дас АЕ. 
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也 即 是 (*) 导 致 Y(t) 几乎 处 处 为 零 ， 因 而 证 明了 定理 。 

Æ: D F(z) 可 改 为 全 纯 于 |z| 过 1 内 的 函数 ， 这 时 要 0 |а, | 
<1, lima,=e, |а|<1,5 |а,-а,-,|<оо, |а„—@|<1- 0105 
AUD; 

2) 类 似 的 结果 对 了 =1l,co,C(- 工 ,TD) 以 及 无 穷 区 间 上 的 泛 
函 空 间 皆 成 立 ? 

3) 在 上 节 和 本 节 中 都 用 到 条 件 (M:)， 这 是 由 于 Miintz 定 理 
的 限制 , 一般 由 别 的 封闭 性 结果 可 以 改动 这 一 条 件 。 例 如 Szisz 就 


1+2Ке(№,) _ ЕБ К z 
МНН, 内 要 Re@,)> > Ë t, (z ) 


ЖЛЕ 1700,1), риа. 
$3. НЕЕ ВИ 


3.1. 这 一 节 我 们 来 讨论 其 他 方案 的 一 些 例子 ， 主 要 是 讨论 
ШЕР ( ЕЛЫН. 

Ë ОУ РТИ EEK, #(2)>0, ВС) СІЮ), 9(2) 
ELD), 338 


Il рр “коюшу оо, 


LÊ 
ЖХ H,(D,h) = АСЮ) 11400), AD) H D 中 的 解析 函数 族 。 若 
EWR CP)4= U P ERRE Pik LOD) 的 意义 封闭 ， 


则 简 记 为 (f》 Е (ущ (р), 
В у= ФО) р HD, 相应 的 h(2) 变 成 h*(w)= 


hc"1Cw))。 记 Cp)。 为 函数 族 Uy" C9’) 了， 这 时 有 下 列 转化 定 
ж, 

定理 ?2。 PHD, ВЕ (F)L;+ (D°), р>0, 车 OE 
LiD), WHD, h) € (Р), 0 

ЗЕ, ЭГЕЙ Ж E>, f EHD, Н/С PE 
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H,(D*,h*) € (РГ. CD*)， 有 之 多 项 式 PC(w) 使 得 
Нео Р-Р СЯ 


2 
< 
Гр “у” 


也 即 是 
М- 299), <— 


而 P(p)(97)7 是 (p)， 之 元 素 的 某 一 ЖА, H OEL 
(D, БЕ = 之 多 项 式 0Cz)， 使 得 


10! = 
IPCC Ol рр < 


Я -1 2} > Ep, BOH 
17-012; о «е, 证 毕 。 

这 定理 虽然 简单 ， 但 却 是 许多 进一步 转化 的 基础 。 它 本 身 也 
同时 涉及 转化 的 第 三 、 第 四 两 种 方案 。 

ЖЗ. 设 HCD",h*)E (ЕУ +(Р°у,р>0,Н,(Р, DE (Р) 
LD), а>р, (PELD), ф'ЄІ (D), X>2q/p, ҺЄ1Л 
D), W HKD, h ELOD). 0 

实际 上 ， 由 上 定理 , 只 要 证 明 (p)"E (CF)ZCD) 即 可 。 这 时 ， 


由 H6lder 不 等 式 , XE n 知道 PoE H,D,1); m HH,(D, 
DELD), WER Е 220 Я p€ (р)^, 
"ФО Р-Р |; ° w <e, 
而 这 时 ， 再 用 Hölder RERA 
Р-Р, = , бөр 
h (D) LT 


fo 


L 
g 


ЭР Lid 
<erlh 
l l, 4/(а—%) Qe ° 


由 于 s 之 0 是 任 给 的 ， 故 有 (9)*E СЕМ (D). 
定理 证 毕 。 
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3.2. 为 了 更 深入 地 讨论 中 值 逼 近 的 转化 ， 我 们 设 世 整个 包 
含 在 圆 |z|<R 内 。 不 失 一 般 性 ， 我 们 设 R=1。 

我 们 将 讨论 一 致 逼近 的 一 些 结果 对 中 值 逼近 的 转化 。 首 先 来 
分 析 古 典 的 Runge 定理 的 证 法 中 所 体现 的 转化 规律 。 

我 们 都 知道 ， 若 D 是 一 Jordan 区 域 ， 则 4A(D)E(F)CGD) ， 
这 就 是 Runge 原来 的 定理 (1918 年 ) 后 来 证 法 很 多 ,Walsh(1927) 
推广 到 4A(D)nCCD)E CD), 

FEAD), 则 f 必 在 一 包含 D 之 区 域 B 中 解析 ,对 z€ D， 
则 有 


кра 
ID=- |.# Dar, O 


4 为 DD 外 之 一 可 求 长 曲线 ， 它 与 DD 之 距离 大 于 零 .不 失 一 般 性 ， 
仍 可 设 A 全 卧 于 单位 圆 内 。Runge 定理 的 一 个 典型 证 法 就 是 第 四 
种 方案 。 首 先 把 (1D) 之 积分 用 有 限 和 来 逼近 


Ха fa， 


而 对 feto/Cti-2), WAG -D HERRE, E|) 
=1， 即 t? 在 单位 圆周 上 。 因 而 可 用 极点 在 单位 圆周 上 的 有 理 函 
ЖЖ f TD E. 因 这 有 理 函 数 在 单位 圆 内 是 没有 异 点 的 ， 故 
这 有 理 函 数 在 原点 的 Taylor 展 式 就 在 D 上 一 致 收敛 于 这 有 理 函 
数 。 所 以 就 必 有 多 项 式 令 列 收敛 于 了 于 五 上 。 

这 方法 的 重点 是 用 (z+?)~! 的 多 项 式 来 通 近 (zt;)-! 于 DD 
上 ， 而 万 是 与 ti, 志保 持 一 定 距离 的 , 且 与 某 一 联 ti，#; 的 可 求 长 


Jordan 弧 工 保持 正 的 距离 。 
我 们 知道 
Tersar e > = ўе Gy 
2-а 1+ctf > "\2-Ь/,' 


这 里 1= = s с=й—а, с, “ш” (0), тест. 
+ с 
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利用 Taylor 级 数 的 余 项 估计 ， 不 难看 到 对 ?>>0 有 
1 š 170° 
m | Ze (SLO | 


12-а] | 1 
(Ян, z—a 


. 


ЖКО BR F|z-bl2>c +n, WED 上 可 用 (z- 所 "! 之 多 项 式 以 任 
何 精度 逼近 (z- c)-:。 但 即使 rcED ， 是 D 亦 往往 并 不 在 1z- b| 
>c+ 9 之 范围 内 。 然 而 ， 只 要 aE 了 总 有 充分 接近 azb 及 充分 小 
之 人 0， 使 得 局 在 |z- 8[>c+? 之 范围 内 。 因 而 对 与 6 距离 很 远 
时 ， 只 要 有 一 条 Jordan 可 求 长 弧 L: 2=2($), 200) =а, z(D=5, 
D 在 L 之 7 邻 域 之 外 ， 则 可 在 上 加 入 足够 多 的 分 点 ， 每 两 点 相距 
充分 小 ， 就 可 以 逐次 用 上 面 的 方法 来 至近 ， 且 逼近 度 可 任意 小 。 
而 且 ， 每 步 用 以 逼近 的 有 理 多 项 式 都 是 可 以 对 其 上 升 性 进行 估计 
的 。 这 一 过 程 所 得 的 具体 结果 可 用 下 面 的 命题 来 刻画 。 

引 理 。 设 L，z = z(s) 为 联 点 9 = z(0) 和 点 6=24 的 可 求 长 
Jordan 弧 ，s 是 由 ca 到 z(s) 沿 工 所 度 之 弧 长 ， 设 G 为 的 某 一 邻 域 ,而 
ас) 2( G 的 边界 的 距离 ， 记 В, ARAL- z(t)1<d(t)， 
в Т, WAFERS, ТЕЕ С b) LEA 
式 P， 使 得 

а) | 二-? |< zEG (ZER); 


Ву |P| <exp (ае )ехо of аса), 2ER,s 


r) c 为 满足 x<c<5 之 常数 。 
特别 当 d(t) 三 7 时 ，B) 之 估计 可 改 为 


|Р] <ехр{ In )exp55), 2ЕК,. П 


详细 论述 可 参看 [6]。 
这 个 一 臻 各 近 的 结果 可 以 通过 许多 复杂 的 途径 转化 成 中 值 返 
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近 封 闭 性 转化 的 定理 。 下 面 举 几 个 比较 简单 的 例子 。 

记 DCD 为 D 中 与 D 之 边界 距离 小 于 >0 的 部 分 , 记 T(D 是 D 一 
D(D 的 边界 。 当 >0 充 分 小 时 ,T(D 为 由 有 限 条 Jordan 可 求 长 曲 
RAR., FEET, WEEP- DCT Z Ahh i RLIK 
SANAA, ЕДК AMEC). 020) 可 以 
ARDRE RER — ЖИ. [1013 E, ДНТ 

Iro <m), орт) тор + 1, 
REIMA Q) 216, MDM) =m, DM), 


та) = Л всг)ахайу. 


D 


对 许多 集合 D，965(77 可 以 有 更 好 的 估计 ,例如 对 凸 集 或 以 原点 为 
中 心 的 星 形 区 域 ，6?(D<1。 
定理 4。 设 D* 有 界 ，H,C(D*，h*)E€ (F)Lf*(D*), p>0, ть 


(DG) =0 {E}, 6 = 0f | r(3) | 


г(>) 
MHD, h ELED). 0 
证 明 ， 在 引 理 2 中 ， 取 d(s) =1/2, eH, bH AALA, 
a 为 !{， 由 于 估计 都 是 不 等 式 (没有 等 式 )， 故 那里 关于 (2-5)! 
之 多 项 式 可 改 为 关于 z 的 多 项 式 。 即 存在 多 项 式 族 (P; ,4z)} 使 得 
1р, (г) |<, 


t-z 


ikBz€ D- DO), tEer(2), 而 对 zED， 有 
2 


Em) = n? 


кр} (m 25 )ехр!00260/2) }, 


2 1085(1/2 
|р,: "2) | <exp{ (1.26) ехр0080029 1, 
这 时 ， 对 于 确定 的 ?， 定 义 多 项 式 
P= irf ГФ(ТГФ/(ФЛР,; (dt, 


т 
r сә 
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因为 D* 有 界 ， 故 有 某 常 数 M> 0，|9(z?1<M， 因 此 9 
< 过 M，+ET( 卫 )， 而 对 zED， 当 充分 小 后 有 


|P.Cz)| < 去 м" (2) г (2) [exol (и) 


кри | <eonst ém). 


这 里 
J| rotoare e: - po] 'агйи<з' f] не 
D D 
P,(2) ° dedy + 2'M"° 
И 
2 
ZOLO чаа || в(г) LPT" EP’ 01? 
р-ро 
~ P,C2) | * dzdt, 
容易 证 明 


т | һ(г)|ф/ (2) | атау = 0. 
4) 


D 


我 们 来 估计 上 式 右边 第 三 项 .这 时 对 z2ED -DCD 有 
ет | СФСР] 


2 dt чэ 
о, 
因此 
IERIE T — PCz)| < жм" (2. гв 
所 以 第 三 项 不 大 于 


= L uss(2. )* 让 (2) ење». 


由 5 之 假定 ， 知 当 ?>0 时 ， 上 式 是 收敛 于 零 的 。 
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现在 来 估计 第 一 项 。 
h(z)|P.,G2)| “атау <ma( DO) ymax | Р,(2) | 


D (m 
<const • m (DMEM). 


Ыл, Б ЖИРЕП. 
总 之 ， 已 证 (p)*E (F)L1(D). НЗ, НИ, ВЕ 
LiD), 
定理 证 毕 。 
车 引用 估计 
IFCD1< тар, 
则 定理 4 变 成 
нна". ру, Н,Ср*, h*)E(F)L} (р*), p>0, т^ 
Dh = OLE), дет, 
Е 2 1005С17/2) 
E*n) = ó "терсаехо(1п.26.)ехрг 009102) | 


WHD, В) (Р) { (р), D 

下 面 几 个 推论 的 形式 比 上 面 的 结果 更 加 简明 。 

жі. ЖОН, HD*, ВӘЄСЕ)Щ.Ср*), р>0, WE 
下 列 任 一 条 件 的 制约 下 ，Hs(D,，h)€ LOD). 

1°) 


ни nl 
бо "(0(1)) тр) 


>50; 
2°) 
2 
J. аЛ Те 3 ИЕ 
от роту" mD 
3°) 
Р 16 
1 2 пи 
ре)? U! 
4 
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ит — М inin l >50 
Ras Ж (р (1427) ш һ(2) À 


这 里 d(z) 为 zED 到 D 之 边界 之 距离 。 口 
证 明 。2") - 4") 都 可 直接 推出 1")， 所 以 只 要 证 明 1"》 能 导 
HKD, h)€ СРСР. 
有 估计 
о$(л/2)<5т(Ю(л/2)) +1, 
所 以 
E*Cn) <exp(exp[ (50 + e)X1"*m(D(n/2))1) 
HRES OUERAANDE. THL), Сп ECN) 
=0(1)。 由 定理 4*， 即 得 证 明 。 
类 似 地 可 以 证 明 
系 2。 设 D* 有 界 ，H,(D*, h*)E(F)Li*D*), р>0. 20р 
《有 界 时 ， 则 下 列 任 一 条 件 都 保证 Hi(D，h)€《F)LiCD)。 
1°) 
тапа 


РЫ 
mD 


2°) lim ,dln ng = ө, 

所 有 这 些 条 件 都 指明 ，h(z) 虽 然 在 区 域 不 为 零 ， 但 当 它 趋向 
边界 时 充分 快 地 收敛 于 零 ， 故 保证 了 封闭 性 的 转化 。 口 

Ж; ЕГОР 来 进行 处 理 的 方式 完全 可 以 用 DD 之 内 平 准 曲 
线 族 来 代替 ， 这 时 也 可 以 得 到 类 似 的 结果 ， 只 不 过 描述 的 概念 不 
一 样 。 


3,3。 下 面 结果 与 定理 的 证 法 相似 ， 只 不 过 问题 的 提 法 不 一 
样 。 

定理 5。 设 极点 在 D 处 的 有 理 函 数 系 在 H,(D, h), р>0 
闭 ， 并 对 任 给 定 的 e> 0 及 任何 给 定 的 5E 五 ， 存 在 卧 于 了 外 之 可 
ЖЕ огааю Г, z=z(s), 2(0)=а, |zG(D| = 1 使 得 
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|f ерек roe в] je| <e, (GD 


则 BC(D，jh)E(CF)LSCD)。 这 里 BCG) =т(рПЕ,), G, dCs), 
及 ,，<c 的 意义 与 引 理 中 同 ，r 为 任何 大 于 1 之 实数 。 口 

证 明 。 由 引 理 ， 知 对 任何 cED 和 任 给 的 e;> 0， 存 在 多 项 式 
P(z)， 使 得 


|- | <=, 2ЕК., (2) 


еже] асо], ек, 
(3) 
Жанр ВТА), НЗ ЖЕҢЕ T tf. 
因为 


je 


H (3) АЖ 


J 


рО) «ек (Ines 
1 


= -Р(2) № -Jf + pit h(z) = 
~ P (z) "ахау, 


ахау 


[2-8]? 


` drdu<o J h(z)— 


ва kol] “a< (2 ) flaro +2 |, 


expfa[ 1n O бе|" {| дез) В), 


注意 不 等 式 


则 由 不 等 式 GD) 得 到 
Јав) <ee, 

因而 有 
|í й(2) Б-Р [оу аео | expf окр 
отв, 
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[ref ao ш! lane, + 


2е-! /". 
+ ( 40) 


) sconst » e, 
Ree- d| ingó] . 8—28, н © RA 


h(z) = P) | dedy <еть(Р). 


р-рпё, 


ште, ЖЕНИ, MIHEMMED, ГРЫ». М 


点 在 DD 外 之 有 理 函 数 又 可 用 形 如 
Уу, a€ р 
2-а, 


的 函数 来 任意 逼近 ， 因 此 定理 得 证 。 

定理 5 主要 是 用 第 四 方案 , 它 是 用 一 致 逼近 的 结果 转化 成 由 有 
Ее Е АЕ е 

D и РИН ВНР КАЕ, 


|} exp{pexp| 5 f Б]! lane |<. (1*) 


因 对 于 确定 的 1(z) EH,(D，h)， ЗАВ, > В.Н ВМ 
时 ，(1) 式 还 可 用 下 式 来 代 壹 


оо] < аә 


一 较 明朗 的 形式 是 


定理 5* .车 对 任何 ED |в|<1, #4 (а)> 0 存在 , 则 当 
<ò (ав, ЖЮ 外 之 可 求 长 Jordan 弧 L，z=z(s)，2z(0) =а, 
1z(D| =1, 使 得 对 p>0 有 


ms(DalL)) <exp{ — р,әхр5у}, р, = тїр, 1), 


当 极点 在 DD 外 的 有 理 函 数 系 在 H,(D，h) 中 封闭 时 ，H,(D, h)€ 
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(Ел (D). Жар, 1) жоц Ыр2 ДЗ. D 
实际 上 ， 在 定理 5 中 取 d(s) = 6， 并 且 令 1<r, <š, 则 当 6 充 
分 小 时 
ое roef geje ]}, 
这 里 c<c/<5。 故 有 


РЕКИТЕ 


[2 ]) тњо, а). 


因而 定理 5*+ 之 条 件 对 6> 0 充分 小 可 导致 定理 5 的 条 件 的 满足 。 
定理 5* 证 毕 。 


3.4。 再 对 第 四 方案 提出 一 些 例子 。 

我 们 已 经 知道 ， 在 一 定 条 件 下 ， 许 多 函数 族 是 在 Z(|z| = 1) 
中 封闭 的 ， 如 {z2"}，{G(osz)}，{2"G (osz)} 等 等 。 因 在 ТР 
(|z| = D)，p>>1 中 收敛 必 导 致 在 |z|<1 内 广义 一 致 收敛， 因而 在 
D bauk. 而 (P) 人 显然 又 属于 1? |г| = 1),p 之 1。 因 此 可 以 得 
到 下 面 一 个 关于 面 性 中 值 的 结果 ， 

定理 6。 若 H,(D，h) € (F) 1,00), р>0; 又 设 解析 函数 族 
(有) 对 某 4 之 1， 在 Lr(1z| = 1D) 中 封闭 。 则 (力也 必 按 其 (D) 的 度量 
ДЕН, В. 0 

ЖАЙТ 2“), {6(а.2)}, {2"G™ (а„л)}, (G — 
а,)-1}, {(2-а,) -时 之 类 的 函数 族 在 HD, h) 中 封闭 的 条 件 。 
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第 л 章 


АЛЕ 


我 们 已 指出 过 ， 泛 系 方法 论 或 泛 系 理论 是 事物 机 理 中 广义 的 


a EEN OLABE NE e a a=. se 


的 关系 、 高 阶 谓 词 、 动 态 关系 、 含 会 量 的 关系 等 概念 的 泛称 ， 或 
是 它们 的 概括 与 推广 .已 也 叫 S 的 硬 部 ， 记 为 BCS)8 НИИ 
部 ， 记 为 HCS)。S 有 时 也 记 为 BCS)/HCS). 

广义 的 系统 是 指 一 定 的 事物 集 与 某 些 有 关 的 泛 结构 集合 的 统 
—Ж. 广义 的 对 称 或 泛 对 称 是 指 变 与 相对 不 变 或 自由 与 约束 的 联 
系 与 转化 ， 特 别 是 广义 系统 转化 中 泛 结构 的 相对 守恒 性 或 相对 封 
闭 性 。 形 式 泛 系 就 是 描述 广义 的 系统 、 转 化 、 对 称 与 泛 系 关系 及 
其 转化 的 一 种 数学 工具 。 

一 般 说 ， 形 式 泛 系 的 两 部 分 都 表述 为 某 些 积 集 的 子 集 形式 ， 
BGSJCHE;i，HCS)nIHEi， 而 且 它们 之 间 还 可 能 有 某 些 关系 ， 只 
有 那样 才能 得 到 较 多 有 用 的 结果 .也 即 形式 泛 系 往往 是 一 些 多 层 
次 的 多 元 关系 的 复合 或 结合 。 下 面 我 们 介绍 一 些 生成 方案 。 我 们 
记 F T={f|f:T->F}， 用 PCF) 表 集 F 的 子 集 形成 的 集合 。 

定义 ( 恕 生成 泛 系 )。 设 U0 为 任何 给 定 的 集合 族 ,RU->RCU)， 
则 S=(《E,H),，EEU，HCR(CE)， 作 为 一 种 形式 描述 工具 ， 则 叫 
КЕ. 0 

$. (1) ВСЕ, (2) К(Е)АЕ АТ, 这 里 7 是 某 一 给 
定 的 集合 ， (3) RC(E) 会 ExT， (4) RCE) 会 Lt (ET), 这 里 L 是 
一 给 定 的 集合 ; (5) RCE) 会 PCLCUE 人 TiJULUExFj]), 这 里 7T;， 
及 为 某 些 给 定 的 集合 ， (6) RCE) 会 [U (1 (ЕТ УЛОГ О} 
(ЕхЕ;)1; (7) 由 上 述 诸 R 径 复合 迭代 ， 集 代数 运算 ， НЫЕ 
运算 生成 各 种 新 的 尺 。 

从 上 述 例子 我 们 可 以 看 到 ， 传 统 数学 与 现在 的 Fuzzy 集 论 都 
是 刃 生 成 泛 系 的 胃 辑 模型 ， 也 即 三 者 有 某 种 广义 逼近 性 。 

定义 (@ 过 程 及 结构 空间 )， 若 R 为 一 给 定 的 集 生成 算 子 , 4 为 
一 给 定 的 满足 选择 公理 的 Zermelo 一 Fraenkel 公理 系统 的 传递 模 
型 的 序数 集 。 对 于 入 EA， 设 a;，b， 为 二 给 定 的 集 族 。 定义 d, 
=4, ü,=ao á, = (8,, a), AEA, №1, 4 М,А{1, 
2. =s п}, NODA{N,}, ТОРТ МС). МЕН: АЗЫ 
叫做 G 过 程 。 
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G[E)=G[E, а., B,,R)& UR(E1T)1U 
[URCGExF)1K(T€a, (+), ЕЕБЬ, (•)), 
СЕ) =" Е, á,,,, Bogis R) 
£#G[G°[E), a419 6..1, R> 
车 对 极限 序数 vc， 我 们 定义 
G'[E)A UG'[E)GA <o), 
我 们 将 用 BCJwr[E,R) 或 了 CJLE) 表 示 ， IMCA, as, bos OE 
А”), 使 得 HCIG°[EUM, ås, 6., RXO EA’). 
J[E) 即 叫 E 的 结构 空间 ，M 叫 结 参 。 口 
#1; 在 结构 空间 定义 中 ， 有 时 用 E x M 代 替 BU M。 
注 2。J[E) 与 G"[E) 都 可 看 成 一 类 R 集 生成 算 子 。 
定义 .。S=(E,H)，HCR(E)，HCG"'LE)，HCJILE)， 分 别 
叫做 R 泛 系 .G" 泛 系 和 7 泛 系 。G 过 程 中 的 有 关 的 R 叫 做 泛 结构 五 的 
原 逻 辑 或 原 信息 。 口 
因为 每 一 映射 R:U->RCUD)CY 都 可 找到 某 种 等 价 描述 FEY， 
1CUxV)， 或 者 9E B, 人 (UxV)， 或 者 LE Na 1 (UxV)， 或 者 
EP(U xV)， 这 里 Y,= { 阴 ， 阳 }， В, = {0,1} 为 二 值 Boole 代 数 ， 
所 以 ， 任 何 G" 泛 系 与 7 泛 系 都 可 由 原 迎 辑 信 息 Y,1 ，B, |, N, 1 
或 P 生 成 。 若 把 生成 这 种 特殊 的 局 整 关系 看 成 一 种 广义 的 逼近 ， 
则 上 述 G 过 程 可 看 成 一 种 广义 过 近 过 程 。 而 且 由 上 述 讨论 可 知道 
中 国 的 阴阳 分 析 与 Boole 值 模型 的 普 适 性 。 同 时 ，Fuzzy 集 论 在 数 
学 形式 上 可 转化 为 非 Fuzzy 的 更 高 层次 的 形式 泛 系 来 处 理 。 由 于 
在 G 过 程 中 G" 泛 系 和 7 泛 系 是 由 包含 关系 〈 局 整 关系 ) 和 直 积 运 
算 ( 形 影 关系 ) 生成， 因而 局 整 关系 与 形 影 关 系 就 构成 了 广义 至 
近 许 多 形式 泛 系 的 组 件 或 基 砖 。 


1.2。 基本 转化 的 复合 

局 整 关系 与 形 影 关 系 既然 是 许多 形式 系统 〈 特 别 广义 的 形式 
的 转化 ) 的 组 件 ， 我 们 就 可 用 类 似 公理 的 方法 用 它们 来 描述 一 些 
更 复杂 的 转化 。 
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定义 。 设 形式 系统 S= (G，E，F，f，g) 满 足下 列 条 件 : (1) 
五 ，FCG， 它 们 的 元 素 分 别 叫做 投影 与 限定 ; (2) fCGs 为 G 的 部 
分 运算 ， 满 足 结合 律 。 车 (7,y,z) E НаЖт+у=2, Ву) «ет 
“Cy*t)。f 只 对 G? 的 某 些 子 集 有 定义 ， 简 称 复合 或 形式 复合 ; (3) 
9 为 G 的 部 分 映射 ， 称 为 形式 递 运算 ，9(z) 也 简 记 为 z -5 定义 A 
*B= {ablaE4，bEB}，A-1={zrilzEA} (4) Е:ЕСЕ, Fe 
ЕСЕ, Е+Е=Е.Е. D 

ЖХ. 在 上 定义 条 件 下 ，E-! 中 的 元 素 叫 赋 形 , F-! 中 的 元 素 
则 扩展 ，E*E-!，E-!1+E，F-!1eE，F.E-!，FeE-!1.E。F-! 中 的 元 
ЖИВИ, ВН. ЬШ, В, БЫ. УГУ 
统 的 软 部 作为 论 域 G 中 的 元 素 时 ， 定 义 的 硬 模拟 就 叫做 软 模拟 。 
НЕЕ, 9 生成 的 各 种 元 素 叫 泛 模 拟 。 口 

上 面 引入 的 局 整 关系 、 形 影 关系 、 模 拟 关系 与 宏 微 关 系 的 形 
式 化 概念 都 可 看 成 某 些 广义 的 通 近 ,广义 允 近 中 泛 结构 的 相对 守 
便 性 叫 逻 辑 守 恒 性 ， 它 们 可 看 成 某 些 广 义 的 逼近 度 。 泛 系 方法 论 
已 经 有 一 部 分 工作 研究 其 它 泛 系 关系 与 上 述 广义 逼近 的 转化 ， 也 
求 得 了 一 系列 广义 逼近 度 的 结果 。 


1.3. 类 集 性 泛 系 与 元 泛 系 

传统 集 论 的 局 整 关系 与 形 影 关 系 满足 上 节 形 式 化 的 条 件 ， 因 
而 可 以 自然 地 诱导 出 相应 的 泛 系 宏 微 关 系 与 模拟 关系 。 Fuzzy 集 
论 的 许多 映射 也 满足 这 一 模型 。 

车 [为 上 完备 格 ，f1 EL 人 (E,xE,), f,E€L 人 tCE,xE,), 则 
定义 复合 Л РЕГ} (Е, ХЕ. ЖД, 51, (ти, т) = МС, (та, 
2,)/Л Л, Са, z.))(z, C E,). Xf CE, ХЕ,, f.CE,xE,, № 
ЖР = {(11,2:)| (2. ,z,)€ fis (zs,73)Ef,}。 而 对 DC 
Ez, ZNÍ D= {x1(z1,7.)Ef1, т. ЕП}, Dof, = {т»|(т,, 
хЕ],, z, ЕО}. ЖИШ, ЖЛ, EL1 СЕ, xE,)， ЖХЛ ЕЁ 
АСЕ, XE DHS CE £1)= fi (а, т), Xf СЕ, хЕ,, ЖЖ 
FT = {7,7.) 121,72) 6€/,). 关于 复合 更 复杂 的 推广 见 [1]。 
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对 于 任何 一 个 二 元 关系 pCGxK 都 可 经 过 限定 转化 为 对 G 与 
天 均 满 的 情况 。 同时 又 可 证 明 满 二 元 关系 与 隐 模 拟 是 等 价 的 ， 因 
而 隐 模 拟 可 用 来 刻 划 或 广义 逼近 任何 二 元 关系 的 本 质 特性 。 

能 用 硬 部 来 广义 逼近 形式 泛 系 的 局 整 关系 和 形 影 关 系 的 形式 
泛 系 叫 类 集 性 泛 系 。 因 而 类 集 性 泛 系 的 子 泛 系 与 影 泛 系 相对 由 硬 
部 的 子 集 与 影集 一 意 诱导 生成 ， 自 然 也 定义 了 类 集 性 泛 系 的 宏 微 
关系 与 模拟 关系 ， 而 且 往往 可 留用 集 论 的 某 些 概念 与 符号 。 例 如 
并 、 交 、 包 含 、 直 积 、 映 射 与 复合 等 。 这 里 要 注意 的 是 ， 这 种 诱 
导 不 一 定 保证 类 集 性 泛 系 一 切 性 状 与 集合 的 相同 ， 例 如 类 集 性 泛 
系 的 子 泛 系 的 并 并 不 等 于 泛 系 本 身 ， 虽 然 相应 的 硬 部 之 并 全 部 复 
盖 原 泛 系 的 硬 部 ,这 一 特点 正 是 泛 系 方法 对 有 名 的 系统 论 原理 “ 整 
体 大 于 部 分 的 和 ”的 数学 模拟 证 明 。 另 外 ， 类 集 性 泛 系 的 诱导 不 
一 定 只 有 一 种 方案 ， 所 以 有 关 泛 系 关 系 的 具体 实现 是 与 诱导 有 关 
Йу. #25 = (BC(S)，H(S)) 是 一 类 集 性 泛 系 ，BCS’)= BCS)ef, fc 
B(S)x B(S')， 并 且 存 在 诱导 f*= CCS,f)，H(S')=H(CS)of*,f* 
CHS) x HCS/)， 则 广义 的 影 泛 系 Se。 f =S? = (В(5) 5 f, НК) 
f*) 显然 依赖 于 CC(。,*)。 类 集 性 栋 念 也 可 看 成 Fuzzy 扩展 原理 的 
推广 。 

为 了 保证 诱导 后 概念 的 一 意 性 ， 往 往 要 求 诱导 映射 具有 可 交 
换 性 与 可 结合 性 ，(fsg)* = f*eg*, (feg)*sh*=Íf*o(gsh)*, 

下 面 介 绍 一 些 诱导 。 

定义 《复合 的 自然 诱导 )。 ЖЮЄНСЇКЕ\Т), ZI 为 上 完全 
ARR, 则 定义 hof*=hof ELICCEsf)1T]， H-f*=(h.:f)cLi 
[CE。f)1T]。 类 似 对 HCE1T 定 义 f*. D 

定义 限定 的 自然 诱导 )。 若 f: Е’СЕ, МЕ’ХТСЕХТ, 
E’1TCEI1T, P(E’)CPCE), P(E’ xT)CP(ExT), PEATE 
P(E1T)。 车 hE PCE)， 定 义 hof*=heE’EP(E’)， 这 样 即 定义 了 
P(E)o。f*= P(E’)。 类 似 定 义 PCExT)。f*=P(E’xT),，P(E1T)。 
f*=P(E'1T)， 等 . D 

定义 《映射 的 自然 诱导 )。 #/. Е>КЕ), Х{һ= (е, ПЕ 
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ExT, &f*G@)= (fe), t), Wf’, ExT>f(E)xT。 对 h= 
GOG€T)€EIT, Zf W = (eo) ЄТ), У", ETF Е) 
1Т. ЖРЕРЕ), MACE, #70) = ЈО) СЈСЕ), М, 
Р(Е)>Р(Е)>. RMEL: Р(ЕхТ)у>РО/(ЕухТ), /% 
PET) >P ET), 0 

我 们 容易 证 明 下 面 的 结果 。 

ЖК. ИТ, WER. EfICR. (Ef), 1Ф%у={1|һЄ 
R,(E)), 10| =1, СОВ, (Е) 7-7 * СОЕ, СЕ), 这 里 hof* 
ЯВ. GEIA), 

设 R, 为 集 算 子 ， FHAR. (E) fICR, СЕ), АКА. ВА, 
(EA,)JA,)°f*CA,R,[A,C(Esf)A,.)JA,, ЖНА,, А, Е{,П 
P, («)-П, Laf}, As, А. Е{1Т., ХЕ), 而 1* 是 由 {f3} 生 成 
的 确定 的 有 关 自 然 诱 导 ，(。) -UGRI °9:°9з°-**. 

P: D [HR。(E)]of* 会 ILRo(CE)。f23CIIR。(CBEofD (2) 
РСК, Е))• fs = РСК, СЕ) 5) СРСЕ, Ef), 这 里 所 “是 fi 的 
某 一 自然 诱导 ，(3) ACR. (ВАТ CLICCR, (Е) ИТ 
СЫ. (ЕРТ). 

жх ИРА) . #9; P(L)—L, f, E>f(E), h€ 
LICE1T)， 则 对 + Ef(B)1T，IIf-: (tCi))(iET) 会 ECE1T, 并 且 ， 
h(k)E PC(L)， 故 有 g(h(h))EL。 令 J*Ch)ELINCfCE)1T) 定 义 为 
Ра) = gbh《k))。 ZRELE xF) 相 似 定义 f*。 口 

定义 〈Y:W 诱 导 )。 ИЛ E->f(E), h€Y,1LW x (EB1T)], 
Dh- GCW х (EIT). #D=((w, ар] (w, a) €h-' (IB)), 
这 里 aof = [(а(*)), T>fE), 并且 aef Ef(E)1T，wEW, 因 此 
DCW x 《f(E)1T)。 这 时 定义 f*(h) 会 REY,1[W x СЕТО), 
зх) = DD。 显然 1*; Y,1CW x (Et1T)]>Y,tCW x (f GE) 
T)]。 类 似 可 定义 f*，Y,1[WxExFj->Y,t[W Х/Б) ХЕ], П 

可 以 证 明 ， 复 合 、 限 定 、 映 射 的 自然 诱导 及 LiP(L) 诱导 和 
Y,W 诱 导 都 具有 结合 性 与 可 交换 性 。 而 且 泛 代数 系统 、 拓扑 空 
闻 、 测 度 空 间 、 图 论 系 统 、Fuzzy 集 等 都 可 转化 为 类 集 性 泛 系 来 
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wta. 

ЖХ ЛЕК). ФТ= {Ti} 为 茶 集 族 ， 则 J 泛 系 5= (G,H) 
叫 泛 系 代数 系统 。 这 里 HCL1D, D= U GtT;。 记 G1T= {G1T;}， 
1с@тжж/={р}, Аст, м (G, fy 叫 T 元 泛 系 。 口 

T 元 泛 系 是 一 种 典型 的 类 集 性 泛 系 。 与 泛 系 代数 系统 有 关 的 
概念 有 ，(1) D=G， 拓 扑 空间 、 测 度 空 间 、 概 率 空间 、Fuzzy 集 、 
Fuzzy 测 度 空 间 等 ，(2) D= G°, 图、 格 、 软 代数 、 布 尔 代数 , 半 
序 集 、 等 价 性 、 对 称 性 、Fuzzy 关 系 、 函 数 关系 、 相似 等 ， (3) 
D=CG"， 群 、 环 、 域 、 半 群 、 半 环 、 缔 合 性 ,分 配 性 。 和 迭代 性 等 
(4) D= UG'Gn=0, 1, = оо), 形式 语言 Fuzzy 算 法、 图 画 、 
立体 结构 、 动 态 过 程 等 。 

T 元 泛 系 也 是 泛 代数 系统 的 自然 推广 。 利用 赋 形 逻辑 守恒 性 ， 
我 们 能 自然 地 建立 G1T 中 的 序 结 构 ， 合 取 ， 析 取 ， 复 合 等 ， 只 要 
G 中 有 相应 的 结构 。 


1.4. 泛 同 态 与 泛 系 变量 

若 C 为 某 给 定 的 泛 系 类 ，B 是 一 类 泛 系 转化 〈 例 如 泛 系 关系 所 
描述 的 某 些 转化 )，B 中 使 C 不 变 的 转化 称 为 CC，B) 同 态 或 CC，B) 
泛 同 态 。 对 于 类 集 性 泛 系 ， 一 一 对 应 的 同 态 也 称 同 构 。 若 C， c 
为 二 给 定 的 泛 系 类 ，B 中 使 C 转 化 为 C/ 之 内 ， 则 为 CC，B，C7) 泛 
AS. ANd EC'， 有 B 中 之 元 使 某 4 EC 转化 为 4 ， 则 BMY(C， 
с’) 泛 系 变量 。 可 测 函 数 、 连 续 映 射 、 随 机 变量 、 Fuzzy 变 量 、 
Fuzzy 集 等 都 是 特殊 的 泛 系 变量 。 泛 同 态 与 泛 系 变量 都 是 典型 的 
泛 对 称 ， 是 守恒 性 的 一 种 宏观 描述 。 这 些 泛 对 称 的 转化 叫做 N5e- 
ther 泛 对 称 或 N 泛 对 称 。 


$2. 一 些 泛 系 关系 的 转化 与 广义 逼近 


2.1. 典型 的 二 元 关系 与 泛 系 同 态 定理 
设 9EP(G )， 记 g =9 og, д = дуд Ve, X$ 
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P(G") 上 的 大 小 关系 及 合 取 析 取 运算 ， 按 集 论 包含 关系 诱导 的 
格 来 定义 定义 IT= ICG) ={(т,г)|тЕ@}. RLG) = {911<9}, 
SIG) = {919=97!}, 5.16) = {glg AT <I}, TEG) = {919 < 
g), СЕС) = (g|gV g"! =G*), ULG) = {919 Ag <h, T,[G) = 
(9179) Є (00-971) 9, -TDA D GAT 
-#')}), 42248 F 728, ВБ, УЖ, K 
对 称 性 、 传 递 性 、 完 全 性 、 单 向 性 、 拟 传递 性 。 

定义 E.[G) = КГС) П516), ELG) = ЕС) MT[G) ，L:[GC) = 
RIG ПТІС), М6) = 116) 15.26), LEG) =LLG) NCG), 
LIG) = КГС) nTLG)。 它 们 分 别 表征 下 列 二 元 关系 类 :， 半 等 价 
性 〈 相 容 性 ， 一 种 Fuzzy 性 )、 等 价 性 、 半 偏 序 性 〈 半 半 序 性 )、 半 
序 性 ( 偏 序 性 )、 全 序 性 、 拟 偏 序 性 ( 拟 半 序 性 )。 

类 R，5，E,，E 即 为 典型 的 泛 系 异同 关系 类 。 类 5S,，T,T,， 
U, L,, L, І, ГАНЕ ЖЖ. 

对 于 6EE[G)， 定 义 G; =max(D|DCG, D*<0), (D, 
为 0C6)，1!61 = |о(ду|, {б;}5С/д, 称 G 对 6 的 商 系统 或 商 集合 ， 
并 记 GiCG(d6) 或 G= 06,040) .定义 诱导 关系 f = ((z, G)|z € 
G,)XCGx(G/0). 

下 面 一 些 结果 不 难 证 明 ， 但 它们 描述 了 与 广义 逼近 有 关 的 一 
些 基本 机 理 。 

定理 1。 车 G= UGi(d6)， 则 G= UGi。 若 9EE[G)， 则 诸 
Gi 退 化 为 G 的 一 分 明 划 分 。(z，2DE 5 等 价 于 3i(z，yEGD)。 对 
ТЕЖ, (с, Є 5 (6 的 补 ) 等 价 于 IUGA, EG YEG), 
ЖНтәб=дех= б. 0 

定理 2。 лови, РНР, =ð, /;1°}» 
= (061, G))|G; RG;=%)€ E.TG/0). 340€ ЕСН, РЖ 
ВАН, <, (6) = 6/6, f51°f;=I1(G/0). D 

定理 3。 车 gCFxG 对 F 为 满 ， 则 g*g9 ! EE,[F)。 车 对 G 为 
满 ， 则 g™'。g€E.[G). П 

定理 4。 若 9CFx G 为 隐 模 拟 ， №99 `ЕЕДЕ), 9'°9Е 
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E, G), МОЖЕ, 007: ЄЕГР), 9`'59Е ЕСС). D 

定理 5。 #9616), М9Л9'ЄЕГС). #96110), MJ 
9Л9'ЕЕГб). EZ, #9Є ГС), 9Л9 Е ЕГ6), 961, 
С). 0 

这 个 定理 的 有 关 说 明 见 [17]。 

定理 6。 若 gCFxG 为 隐 模 拟 ，0E ALP), АЄ{К, S, E}, 
Ш97!°д°д=д/ € ALG), #AGC(T, Е, 1,), REJJ =I), 
或 者 对 某 正 整数 mn 使 得 9*g <, Wó EAG. D 

定理 7。 车 0i;EE[G)， 则 V0;， 人 0;，071EE,[G)。 若 (°) 
一 91 可 交换 ， 则 它 也 属于 E.[G)。 此 外 ，9;: 几 nD* € E.[G nD), D 

定理 8。 若 gE P(G*)， 则 g'€TL[LG)。 若 6;E€ BELG)， 则 人 9;， 
671，(V6DIEE[G)，6inD2EEL[GnD)。 若 6i 对 复合 可 交换 ， 
WCe)- 00; EECG). DB 

定理 ?，4，7，8 实 际 上 是 泛 代 数 中 的 基本 同 态 定理 的 实质 性 
推广 ， 其 简单 的 形式 具有 方法 论 的 特点 。 并 且 描 述 了 典型 的 广义 
逼近 的 规律 ， 它 把 泛 系 异同 关系 、 模 拟 关系 、 形 影 关 系 、 局 整 关 
系 用 一 种 朴素 的 形式 联系 起 来 ， 将 此 简称 为 泛 系 同 态 基本 定理 。 
下 面 我 们 介绍 泛 系 同 态 定理 的 一 些 发 展 形式 。 

ЖХ. WO, OCELG), G= UGi(d9)= ЈС; (40). 定义 
f, = ((G,, G!)|G,nGí 0), e=0/0= f. ofr. D 

对 于 半 等 价 关系 的 除法 可 以 证 明 一 系列 与 泛 系 同 态 定理 有 关 
的 结果 。 

定理 9。 f. CCG/0) x (G/0) 是 隐 模 拟 ， 并且 6/9€ E,[G/0), 
#020, ИУ. 退化 为 一 映射 ，5/96€ ЕГС/0), 10/61 = 1611, G/0= 
00,(48/6), Q;= 06,06, NG +ф), 8/8 = VLUGiGiNGI# 
$) GE). D 

定理 10。 6/I(G) =0, П 

EWL. fa Р, = faje 9/0= РР, Ју = 
fsto0 f... O 

一 般 地 说 ， {0/916€ EL[G)} 关 EC[G/6)， 但 我 们 有 下 面 的 定 
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я. 

定理 12。 HOCELG), ВЕЕГС), 96/0 >68 = (6/8 = 
Рој, =» = (фр = 三 1ogoj = {(С, С,) |6: NG +0} 
=1(6/0), (0/0|ó€ E.LG)) = E,LG/0), D 

定理 13。 2:0’ <0”,110'/0<0"/0. O 

定理 14。 车 1(G)<6<9, ЄЕС), 0€ELG), И|6/0 = 0/ 
0=1(6)/0, Ü 

定理 15 (会 诊 型 泛 系 同 态 定理 )。 Шу. CG x F. 为 给 定 的 隐 
模拟 族 。 4. EPE), WAGO) x(G/a) 均 为 隐 模 拟 。 这 里 
c=a/b; а, ЬЄ{д„}\){/Л\д„, Vó,), ó, =9.°0.(4.)° 9:1, RE 
0。=To《(goodoogz1)，9。， To 为 某 些 泛 系 算 于 ， Oe, PC(F;)—E, 
ІВ,), To, Р(С°)-+ЕТС). 并 且 ， 若 b<4s，a€ EL[G)， 则 f. 退 化 
为 映射 ，f.，G/b 一 f.(G/6)=G/a， 并 且 cE E[G/by. O 

这 里 描述 的 广义 的 会 诊 表征 了 对 不 同方 案 的 综合 所 导致 的 广 
Ка ы: ШЙ 

定理 7 中 关于 异同 关系 限定 守恒 的 结果 的 另外 一 种 形式 是 ， 

定理 16。 车 EE[G)，G= UG(d6)， 则 GNQ= UCN 
QNAN). АЖО = ОС, аап CQA) I (G, Q=), 
100-9) /С0П (0°8)*1| = CENAN. D 

定理 17。 #0, 0, єЄ ЕС), а=д/г, БЬ= 0/8, c=a/b, 
d=0/0， 则 有 I(G/s)/a=e/9, ја}. = fz ое},, 15:65}, = d< 
с= [у оводо во, € E.LG/0), Фе<ӧлө, 0/9 = (6/2) /(6/ 
г). П 


2.2. 泛 系 算 子 与 交互 估 值 定理 

下 列 运算 或 变换 的 复合 叫做 泛 系 运算 ， 集 代数 运算 и 
辑 运 算 )、 复 合 、 泛 系 模拟 、 直 积 的 改 序 变换 。 把 结构 或 多 元 关系 
转化 为 泛 系 异同 关系 或 泛 系 序 关 系 的 运算 叫 泛 系 算 子 . 

ЖХ. 设 gE PCG*)， 定 义 e1(g)=gVg i!'VI, e,(g)=el 
CIAT’), es(g)=ei(g' Л97'), ECG) =е;(5°971), es(g)= 
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2, (9`1°0),2:,(9)=2;:(9),0;(9) =Гє;(д)1'. ЯМЕ XA (g) = 
max{ð ðE ELG), SELDI ERAL). 一般 它们 可 能 没 意 
义 ， 也 可 能 多 信 ， 在 一 些 具体 问题 中 可 取 其 一 分 枝 来 讨论 。 口 

MEXIA, elg) EB[G),0i:(g), Ailg) EELG), (9) = 
2,00) = 6,00). #g€LLG),G= 0 6.(4е,(9)>, С. О 
ЖК, gn0G;€LIG,). G= UGiCde,《g))， 则 Gi 即 为 对 于 
9 的 极 大 反 链 。 同 样 可 以 证 明 下 面 的 重要 定理 。 

218. 若 g€EP(G*), 0@=/,1°д°/,. 1#д=д,(д), 0< 
КС/8)80С5,76/8). #ó=ó0,(g),M)0 € U[G/0). #9616), 
0=e,Cg), WO € LLG/ó6). 0 

定理 19。 车 gE€P(G?*),G = UG,(d0), 0 =0,(9), WG Z 
间 没 有 9 通道 相连 9 因而 G 能 分 解 为 相对 于 g 的 绝缘 子 系统 的 充 要 
条 件 是 6(9) 关 G:。 设 0= 6*(9)， 则 G。 之 间或 者 对 9 为 不 相连 , 或 
者 只 有 单 向 串联 通道 ;因而 大 系统 G 能 解 耦 分 解 为 相对 于 9 绝缘 或 
单 向 串联 的 子 系统 的 充 要 条 件 为 6 (g) #G*, D 

定理 19 充分 显示 了 一 类 大 系统 泛 系 融 近 的 特点 。 而 商 系统 
GV0:(9) 正 是 对 关系 9 的 一 种 “黑箱 化 ”屏蔽 。 同 样 ，G/6s(9) 是 
对 g 中 非 单 向 性 成 分 的 “黑箱 化 ”屏蔽 ,这 类 泛 系 逼近 原理 对 简化 
处 理 或 模拟 复杂 的 系统 有 方法 论 的 意义 。 

对 子 集 与 商 集 的 势 可 用 泛 系 理论 导出 许多 关系 ， 它 们 提供 了 
有 关 势 的 广义 逼近 估计 ， 下 列 结果 的 证 明 留 给 读者 自 证 。 

2120. 若 0EE[G)，GiCG(GdO)，GICGGCdes(0) )， 则 
Jil, YEG, ху) Р Iila, YEG), ЖН.ЗКхуЕ Су, 
ту ИР 316,066). БИЮ, RIAH IG] < (д), 
IGil<lol. П 

221. #gCG*, 0.0€ ЕС), G= |)б;(аду = UG;(d0), 
H) xP (д, 0)=(e,Cg), 2,00) 有 估计 1611,01, 16; |< 
[е со), 5] (0,0) = (e,C0),e СУЕ G <le (97|, IG; | < 
[е (913 Ж (0, 9) =(2:(9), Eeg A 16:1 <18, (9 |, 
16: 1<16.801. П 
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ЖХ. ЕЕ! ГС} € E,[G), 3: НС = U GUDA YiGG N 
(CUG,G(k=i))=G;, П 

定 至 22。 设 6EEI[G)，G= UGi(d0) = UGiCde,(0)), 则 可 
选 nmE бй EGRA, ЭЁ. (81) е, (0), Mij Amax|G] 
= 101. О 

下 面 八 个 定理 都 是 定理 22 的 自然 推论 。 

定理 23。 若 9CG:，si(C9)EEI[G)，GiICG(de;(9))， 则 
max|C' | =e,(g). D 
定理 24。 F gCG:, e,(g)€ E;LG), G,CG(de,(g)), W 
max|Gi| = |e,(g)|<min|0,,(9)|l, 3% №1 0,,(9) =А, (9), —Ж 
#0, :(9)<2. (49). D 
定理 25. #gCG:, е,(д)ЄЕ[С), Сс G(de,(g)), М 
max|G; | = |е,09)1. П 
23826. #g€P(G:), е,(9) СЕ; С), G,CG(de,(g)), № 
max|Gi| =|е(9)|. П 

定理 27。 若 g€ P(G2:), Gi G(de,(0(g))), И max|G; | = 
lóg). 这 里 5E {4} U (A). D 

定理 28. #gCG:, 6:<6(40(9)), e,(0(g)) € E:[G), 
@Є (4, } 0 {М}, Mjmax|G;,| = les (0(9))|. 0 

定理 29。 车 gcG*， G CG(de,(g)), В тах| 6; | = 
Пе, (91. 0 

EM 30. #gCG:, 2,090) ЄЕ;ГС), G;CG(de,(g)), WI 
тах |О%| = |2. (9'°)|. D 

对 于 一 般 非 BE;[G) 类 我 们 可 得 到 一 些 较 弱 的 结果 如 下 。 

Жж ЕЗ1. #дЄЕГС), G;CG(d0), GiCG(de,(0)), д’, 
ô” Е ЕСС), 0/<0, ó”<=,(0), MIG I<! G <la. 0 

RIKA =e CD, HERRIRA <e, g), <e), 
ЭРИБ GIAO, |6 110.001. 340 = e:(C9) 时 ， 
条 件 变 成 6<2=,(9), 0”<є„(д), #6 <^.(9)|, 16;1< 
IAD #4д=є,(ф){, 07 <е, (0), Ж 16:11011, 16;1< 
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Пе, 91. 

#32. #6; G(de,(0)), Птах|С,| =101 对 0 = 0,09), 
№(9), OCETA), ACE CECI) 等 成 立 ， 只 要 0EE[G) 或 
ЕС). 0 

定理 33， 若 0 EE[G)，GiCG(de。《6))， 则 G 可 分 为 max|1G;l 
个 互 斥 子 类 ，G= UD,(d6)，|{t}| =тах|б;|, ЗЕН Р}<д, № 
别 车 0 =е,(09), Е1(9), Е:(9), &„(д), es(g),，e6(g') Е ELG), 
则 G 相 应 可 分 为 max| Gi| 个 互 斥 子 类 ，G= 0р, Di 分 别 对 应 
<2,(9), $4. D 

由 L[G) 的 Dilworth 定 理 及 其 对 偶 定理 ， 我 们 有 

定理 34。 车 gE€L[G), Gi;CG(de1(g))，GiCcG(de1(g))， 
M) 30,67 € ЕСС), д<е, Cg), 6/<е,(0), ЖН max|G,| = 10/11 
= тіп |А, Ф, max|G;| = 181 = minlx СФ. D 

EX. 设 gEP(G*)，GiCGlde1(g))。 车 存在 6EE[LG)， 
0<е,00, lol<max|G;|， 则 记 g€EFC, D 

定理 35. 车 gEFC， G,CG(de,(g)), 则 minl 和 :Cg)1 = 
max|Gi|。 也 即 (G,g) 的 着 色 数 是 其 极 大 完全 子 图 的 极 大 势 。 因 
此 ， 对 于 gE FC， 著 名 的 四 色 猜 测 是 可 证 的 。 口 


2.3. 隐 泛 系 定理 

隐 函 数 定理 是 分 析 数 学 的 传统 三 大 基础 定理 之 一 ， 本 质 上 是 
显 函 数 、 形 影 关系 、 硬 模拟 对 隐 函 数 或 隐 模 拟 的 广义 通 近 问题 ， 
是 一 种 特 化 的 重要 的 泛 对 称 。 在 泛 系 理论 框架 下 可 以 求 得 非常 一 
般 的 结果 ， 它 们 在 科学 技术 中 有 多 种 用 途 。 

定理 36。 者 9ERL[G)， 则 对 任何 非 负 整 ЖА, m, п, RITA 
gt < 9+, д=\М9 (i=1,2,.")。 0 

定理 37。 若 gCF x G 为 隐 模 拟 , Фф = (9591) ogCFPxG 
也 为 隐 模 拟 ， 并 且 poe9 1 = (95971) ‘2+1. Mno, ФА + 
Фе = 《gog ')!ogCFxG， 它 是 硬 模拟 ， 它 诱导 到 投影 VF->y(F) 
= С/(9°9`1)', 并 且 9s*9s1= 《gog 1)'EE[F)。 D 
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238. фе<0, e,ó € E,[G), Ш/,„с (С/е) х (G/0) 是 隐 
模拟 ，0/2 EE[G/e),，G/e= UQ;G4(0/e)),Q;)= (G,)XG,CG;í), 
дез 0}. 这 里 G= UG;(de)= 0С; (0). 车 e, 60EE[G)， 则 
fsx 退化 为 映射 G/e->G/6. D 

定理 39. 设 0,E€E,[G),6= V0。，s= 人 0。， 则 存在 下 列 隐 
模拟 : f,,CGx(G/0,.), f,CGx(G/0), f.CGx(G/e), fc 
(G/0,)x (G/0), fc (G/e) х (С/0,). iKËa=0/0,,b =д„/е, 
因而 由 定理 37 可 诱导 出 相应 的 显 化 结果 。 此 Ж, Ж д„ЄЕГС), 
6 =(V6o) ， 则 上 述 隐 模拟 即 为 满 映射 。 口 

定理 40。 设 fCFxG，gCFxG/ 为 二 给 定 的 隐 模 拟 ， 则 p= 
f-!1ogCGxG' 也 为 隐 模 拟 ，(po9 lt pCG xG 为 硬 模拟 ， 由 
它 诱导 得 映射 p+*，G 一 G/ /0, 0= (фф !)!。 因 此， 当 9= (С/)?, 
ICG') 时 ， 分 别 表示 9 或 9* 提 供 为 黑箱 与 白 箱 式 的 可 观测 性 , 后 者 
也 即 p* 为 满 映射 G->G/。 口 

定理 41。 设 e,，0EELG),， 则 9=f51ef.CCG/90)x(G/e) 为 
跟 模 拟 ，6。9 为 硬 模拟 ，9= (f51o2。f，)!， 它 们 诱导 生成 映射 p*， 
G/0ó—g*(G/0)= (G/e)/6。 因 而 当 8= (С/е) ?与 ICG/8) 时 ，9* 分 
别 退 化 为 黑箱 与 白 箱 观测 。 口 

定理 42。 车 OEE[G), 0’=е,(0), Щ@=/;!°д/°],=@'= 
《G/9)*， 因 而 G/0 与 G/0' 之 间 为 黑箱 观测 ， 反 之 亦 然 。 口 

定理 43。 若 gCFxG 为 隐 和 模拟 ，9ES[F), 0EE[G), д< 
2.697109), G= UGi(d06)， 则 g 在 (geGi) x Gi 上 的 限定 为 投影 
9: g°G;—G;, Ü 

定理 44( 通 信 组 合 晰 化 定理 )。 设 K 为 一 参数 族 ,对 每 一 kEK， 
FGG) 为 二 给 定 集合 ，gsCF(k) x ССК) 为 相应 的 隐 模 拟 ， 
G=IIG(R), Е= ПЕС®), p 为 由 坐标 序 变换 产生 的 一 一 对 应 ， 
P: H(F(R)xG(k))>FxG, g=e@(Ig), RCR)ESLGCR))， 
DCR) <E, (g,shC(R)ogs1), MJCIIDCR))2<e,(gsheg" 1), ЖИ = 
ПАСА), Ш В. max|F,| >TI(max|F,(R)| (R€ K), 这 里 Fi(h)C 
ЕСК) адһ) 9%), FiCF(dgehsg"1), D 
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由 这 一 隐 泛 系 定理 可 知 ， 在 《号 广义 因子 通道 上 局 部 能 传 
ПЕР) | 种 晰 化 信息 ,总 体能 传 maxiF;(k) | 种 晰 化 信息 ， 则 组 合 赋 
形 通道 上 局 部 与 总 体 分 别 能 传 HIF,CR)|CR€ K) 种 和 
П(тах | Е Ck) (ЕЕ ЮУ. 


2.4. 不 动 泛 系 定理 与 渐变 和 突变 的 泛 系 分 析 

不 动 点 定理 是 数学 内 跨 专 题 的 基础 定理 ， 利 用 泛 系 理论 ， 可 
以 解 消 著名 的 Brouwer Æ M, Schauder 定 理 、Banach 定 M, 
Tychonoff 定理 与 Kakutani 定理 中 清 如 拓扑 、 线 性 、 连 续 性 、 
凸 性 、 紧 致 性 、 闭 性 等 等 的 限制 ， 转 化 也 可 发 展 为 一 般 的 二 元 关 
系 。 

定理 45。 设 gCG’, G= UG,(d0,(g)), С, д°б;сС, 
PIT ERL[G), 则 GiCgeGi。 3#g`'°g€ RL[G), 则 GiCGiog. Ú 

这 一 定理 描述 了 各 种 稳定 性 、 渐 变性 与 泛 对 称 性 非常 典型 的 
一 种 情况 。 另 外， 关于 渐变 、 突 变 的 规律 表现 为 下 列 定理 ， 

定理 46。 设 0EB[G)，G= 0С,(48), Gi 不 退化 为 点 . W 
GCG:, ғ,(ф)<0, MG:N (С;°фФ\) фФ°С)#ф, 车 2,《9)<0， 则 
Ф;Г\СбоФ [\ pG +o. #2, (ф) <0, ПЕЕЛЕ т, nE G, n 
Gip ™ Пф С; 5ф, #2:($)>0, ФП1=ф, С, ПСП 
феСи= ф, Æ 2109)2>20, ФПІ= ф, M) С.П (С;еф\) ФС) = ф, 
HOCI, ШС; оф, фбс Са. 310,09) <ð, фоф-! € ВГС), 
ШОС PG. #:0,(0ф)<0, ф`1 ФЕ ВГС), Сс беФ. D 

#47. ИОСС, gG’, нр•оср, р‹90р=ф 分 别 
描述 的 渐变 性 与 突变 性 ， 对 限定 、 赋 形 与 显 微 是 守恒 的 。 口 

定理 48。 设 gCFxG 为 隐 模 拟 , F= UF,(dk,(g°sg"1)), WJ 
对 i 关 j 有 FicgNnFicg=$. П 

D。gCD 形式 的 泛 对 称 也 可 看 成 是 黑洞 概念 的 泛 系 模 型 。 前 
面 的 结果 都 是 宏观 型 单 层次 的 动静 关系 ， 类 似 地 可 推广 为 T 元 泛 
系 的 渐变 突变 定理 .类 集 性 泛 系 中 介绍 的 各 种 诱导 以 及 定理 6 一 8。 
则 描述 了 具有 微 结 构 的 不 动 泛 系 定理 ， 下 面 列 述 一 些 结果 ， 它 们 
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刻 划 了 串 并 关系 、 异 同 关系 、 集 散 关 系 等 泛 系 关系 的 相对 守恒 性 . 
我 们 引用 记号 ALG) = {д|дє ALG)}, g !:ALF)eg= (g! °0° 919 
ЄАГР)), 

定理 49。 若 gCFxG Эа E Wl, Ng АТР) -дсАГб), 
АЄ (Е,5,Е,}; 971 °0*° 9< (971 09)“, 0€ РСС», аЄ{—1,(т), 
t}; 91-80) °9<В(4971 50:9) ,0; Е Р(Е*), ВЕ {(0)-П, V, 
ЛЬ 9: °0(0)59<4'(9`1°6°49), Е RLF)，0，0! 分 别 是 F 与 G 
上 的 s; 算 子 或 6 算 子 ，i= 1,2,…5,。 口 

定理 50. 隐 和 模拟 gCFxG 为 赋 形 的 充分 必要 条 件 是 
g- 1oALF)sgCALG)(A=EE, 或 R),， RA 97:1) 5910), Ж 
9°97 =1(РЁ), 或 者 (Xog) Neg) = фСул=у). D 

定理 51。 若 9CFxG HWRE, MJ g 1:。4[F)*g АС), АЕ 
(R,S,T,S,,E,,E,E1,L,,L)e 3971095915659), ВЕРСЕ*). 53 
外 的 守恒 性 与 隐 模 拟 中 的 同 〈 赋 形 是 特殊 的 隐 模 拟 )。 口 

定理 52。 若 9CF x G 为 隐 模 拟 ， 则 g'e CELF)V geg gaT 
ELG)。 若 g 为 硬 模 拟 ，eE ELF) $ gog :可 比较 ， 则 9 '°669Е 
ECG). O 

这 定理 的 详细 讨论 参见 文献 [21]。 把 这 些 定理 与 隐 泛 系 定理 
结合 就 可 得 到 许多 关于 有 微 结构 层次 的 不 动 泛 系 定理 。 下 一 小 节 
的 泛 系 网 络 分 析 还 将 涉及 渐变 、 突 变 的 泛 系 研究 。 


2.5. 泛 系 网 络 分 析 

用 泛 系 方法 论 的 观点 与 方法 去 研究 广义 的 网 络 叫 泛 系 网 络 分 
H. 用 泛 系 关系 的 转化 与 广义 逼近 去 研究 图 论 ， 研 究 串 并 关系 、 
集散 关系 、 生 交 自 动机 网 络 〈 见 [1，7]3) 及 泛 权 网 络 就 成 为 泛 系 
网 络 分 析 的 主要 内 容 。 这 里 介绍 处 理 泛 权 网 络 gCG: x W (或 gs 
GW) 的 一 些 泛 系 理论 原理 ， 它 们 能 提供 几 百 个 具体 的 泛 系 理 
论 的 定理 来 研究 在 应 用 中 非常 多 能 的 泛 权 网 络 。 

设 DCcW， 则 geDCG? 即 表示 泛 权 属于 D 的 那 一 部 分 子 网 络 。 

泛 系 集散 原理 , 设 0E€ E,[G),G= UG;(d6), 则 对 于 z,yE СД 
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在 着 下 列 对 应 于 gs = g: DB SW ЯВ, 

(1) 96= e1《g:)， 连 通 ， 

(2) 6=2:(9.): 强 连通 

(3) ð= eg): ПУ, 

(4) @=е,(09,"), ПУ, 

(5) д=д,(д„): FE 型 弱 连 通 ; 

(6) 6= 入 (ge)，FE 型 直接 连通 

СТ) д=е,((1\/д„)'"?); 部 分 n 步 弱 连 通 ， 

(8) 6= 2,((IVg。)‘"')， 部 分 n 步 强 连 通 ; 

(9) д=е,(9:), Я 

(10) ó=e,(g.")), п 88, 

(11) 6= sz(9,): ЖЖ, 

(12) 0=е,(977), п 

(13) =E (UVI) Y), п» 

(м) 0=X,(g.), ВНЗ, 

(15) ó=,(g.): ЕЯ 

(16) 6=4,(9.). БАИЯ. O 

这 里 的 各 种 连通 与 解 艳 也 可 看 成 是 一 些 定义 ， 可 看 成 是 集散 
关系 的 一 些 典 型 表现 ， 类 似 还 可 列 出 多 种 。 在 不 同类 型 的 集散 关 
系 中 我 们 有 下 列 原理 。 

泛 系 集散 转化 原理 。 设 9= se(0)， 则 0 = se(9), 并 且 对 0= e, 
(9.), ё,(9.), е.(9.), ЖАНУ = 21 (9. ) ,2‹(9.), 2. (9.). 
此 外 ， 算 子 se 恰 恰 使 得 连通 性 与 解 耦 性 相互 转化 ， 并 且 万 :go 
= 0051057, = (G/6):。G/6 与 G/8 互 为 黑箱 化 观测 。 癌 

由 泛 系 集散 原理 可 得 到 大 系统 分 解 原理 与 控制 论 解 看 原理 的 
发 展 形式 。 

大 系统 集散 原理 。 在 泛 系 集散 原理 的 解释 中 ， 大 系统 GC 或 g 
CG? xW) 对 g。= geD 具 有 不 可 分 的 0 集散 性 的 充 要 条 件 是 6= С, 
因而 它 能 分 解 成 集散 性 子 系统 , 且 子 系统 之 间 不 全 具有 这 种 集散 
性 的 充 要 条 件 是 6 关 G*。 D 


泛 系 集散 原理 的 另外 一 种 简化 形式 是 

泛 系 约 化 原理 。 对 泛 权 网 络 gCG: xW, WG= UG,(d0(f)) 
就 导致 各 种 各 样 的 泛 系 集散 分 析 ， 这 里 6 为 诸如 sj，9j， 和 Xi 之 类 的 
泛 系 算 子 ，f 为 形 如 UVg,)*"， 或 (g,)， 的 G 中 二 元 关系 ，a,， bE 
{Cm); tln=0，1,…}。 不 同 的 6 与 1 的 组 合 有 上 百 种 结果 ,它们 分 
别 描述 泛 权 值 取 于 D 中 之 网 络 子 系统 的 各 种 泛 系 关系 的 分 析 ， 因 
而 泛 系 理论 一 下 提供 了 上 百 个 定理 来 处 理 泛 权 网 络 。 这 种 处 理 方 
案 叫 泛 系 约 化 原理 。 口 

利用 泛 系 约 化 原理 我 们 还 可 在 宏观 上 研究 大 系统 G 的 隐 模 型 
G/6(f) 中 的 关系 ， 也 可 以 使 某 个 特定 的 子 系统 FCcG 黑箱 化 或 某 
一 些 子 系统 黑箱 化 ， 相 当 于 引入 不 同 于 g 或 1 的 泛 系 关系 来 与 9, 进 
行 联合 的 泛 系 分 析 ， 而 且 这 种 引入 是 相当 自由 的 ， 可 根据 需要 选 
用 。 

泛 系 赋 形 守恒 原理 。W 与 9EW1G? 或 9CG? xW 的 关系 是 一 
种 由 影 赋 形 的 关系 。 泛 系 理论 已 发 现 权 系统 W 如 下 的 一 些 结构 可 
以 自然 地 转化 到 形 系 统 W1CG1M) 上 去 ， 拓 扑 性 、 结 合 性 、 分 配 
性 、 半 序 性 、 格 性 、 线 性 、 凸 性 、 半 群 、 群 、 环 、 半 环 、Boole 代 
数 、 软 代数 、 可 交换 性 等 。 口 

下 面 我 们 进一步 研究 一 种 广义 的 9 复合 ,并 指出 只 要 它 在 影 系 
统 中 相应 的 原始 运算 (0,，9,) 满足 结合 律 与 分 配 律 ， 这 种 复合 的 
结合 律 在 形 系 统 上 成 立 。 

ЖХ. 设 01，P《W) 一 WW，0,，W’ 一 WWW， 由 它们 自然 地 诱导 
ёз: POWIG WIG, 0,, (WtiG:y:—WiG:, 0 

往往 ,可 由 可 交换 的 4 (WIG) WIC ER. 

定义 。6 复 合 4e= (0,, 02): (W1C) ИС: АНЕ (0, 
891) CE, 0) = 9,9162, #)0,9,(,0)1:ЄС). ӨЕ АЫ, 
(6) ~ П9,%9,09,0-. 0 

定理 53C6 结 合 律 赋 形 守 恒 原 理 )。 若 9,, 9, 满足 结合 律 和 分 配 
律 ， 则 9 也 满足 结合 律 。 即 若 Qw 0,w,)0;ws = wi0,G,0,ws), 
0,9, {W1 |AEA}|oEE}=0,{0, (wis lo EL} X€ A), Gw0,)0, 
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tw.)=0,(w0,w.), (0,(w.,))0;w= 0,(w.0,w) , Ji (g,0g,)0g, 
=g,0(g;9g,), 0 

泛 系 赋 形 守恒 原理 概括 并 发 展 了 传统 网 络 分 析 、 动 态 规划 、 
Fuzzy 图 论 与 Fuzzy 复 合 等 许多 原理 、 定 理 与 算法 ， 包 括 Beliman 
原理 、 秦 裕 静 嘉 量 原理 及 许多 优化 路 的 算法 。 

突变 栈 判 别 法 。 广 义 的 支点 问题 可 转化 为 泛 权 网 络 模型 9C 
Сх, 对 FCG 有 FogCGxW。 当 rE€ S[W) 时 , 设 G= ОС; (dð), 
0<er(Fegoro《Fog)-!)， 则 Feg 在 Gi x (GieF。g) 上 的 限定 即 为 赋 
形 ， 记 其 限定 为 g;, 则 有 gi;。，GicFog->G;。 设 EiCGxW 为 某 些 给 
定 的 集合 ， 称 为 广义 解 曲线 。 这 时 0 = (G, РЕ, Пе ЕЖЕ 
描述 了 Fog 在 广义 曲线 E; 有 一 意 解 的 关系 。 口 

与 泛 系 网 络 分 析 有 关 的 是 利用 定理 46 来 模拟 量变 质变 规律 。 
令 定理 46 中 的 9 为 9。， 即 可 得 到 泛 权 网 络 的 渐变 、 突 变 的 结果 。 
特别 设 D'，D"CW， 当 XED/ 时 ，01(goD')<0， 则 有 类 似 不 动 
点 的 渐变 行为 ，Gie。 (go 入 )CCGi， 而 一 旦 MED”,，e, (4°0")>6, 
90" П1= %， 则 转 入 一 种 突变 性 ，Gin (Gie (0°) U (9°№° Gi) 
=ф, 

关于 泛 系 理论 的 背景 、 内 容 与 意义 可 以 进一步 参看 附录 。 
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泛 系 方法 论 ， 它 的 背景 、 
内 容 与 意义 


$1. 引言 什么 是 泛 系 方法 论 


泛 系 方法 论 (Pansystems Methodology) 也 则 泛 系 理论 或 泛 
系 分 析 ， 它 是 事物 机 理 中 广义 的 系统 、 转 化 与 对 称 的 一 种 跨 学 科 
研究 与 应 用 ， 具 有 对 许多 元 学 科 、 横 断 学 科 与 交叉 学 科 从 新 的 角 
度 再 次 交 缘 和 再 次 横断 的 性 质 。 它 的 一 些 工作 体现 了 方法 论 数学 
化 的 探索 ， 也 体现 了 数理 科学 、 系 统 科 学 、 社 会 科学 与 思维 科学 
的 某 些 横断 性 的 结合 . 泛 系 方法 论 侧重 探讨 事物 机 理 中 的 广义 对 
称 或 泛 对 称 ， 侧 重 探讨 结 构 、 谓 词 、 命 题 与 广义 信息 的 某 些 相 
对 守恒 性 与 封闭 性 ， 特 别 是 从 数学 角度 研究 了 与 泛 对 称 相 联 系 的 
УЕ. м. ав. пе GRK E, ЛЕ. А 
Ж, ЯВ МЕБ Ея, ИА СИИ, Е, 
模拟 、 集 散 、 异 同等 等 。 而 这 种 关于 泛 系 关系 及 有 关 转 化 的 研究 
揭示 了 事物 机 理 中 与 方法 论 中 的 一 些 基 本 矛盾 的 精确 的 数学 形 
式 ， 使 得 许多 结果 具有 认识 论 的 意义 ， 同 时 又 具有 具体 的 理论 工 
县 的 性 质 。 

泛 系 方法 论 是 我 国 在 本 世纪 七 十 年 代 中 期 才 提 创 的 一 种 新 研 
究 。 现 在 已 经 得 到 了 许多 专业 性 前 发 展 ， 初 步 形 成 了 诸如 泛 系 识 
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别 理论 、 泛 系 网 络 分 析 、 泛 系 逻辑 以 及 控制 论 、 生 态 学 、 医 学 与 
诊断 学 的 泛 系 元 理论 等 具体 的 研究 方向 ， 独 具 一 格 地 形成 了 一 整 
套 概 念 与 分 析 模 式 ， 得 到 了 几 百 个 新 的 数学 命题 或 定理 ， 并 且 对 
诸如 入 工 智能 、 模 式 识别 、 模 拟 理 论 、 计 算 机 科学 、 通 信和 原理 、 
大 系统 、 突 变 论 、 动 态 规划 、 动 态 对 策 、 理 论 生 物 学 、 中 医 原理 、 
力学 、 逼 近 转 化 论 、 数 理 罗 辑 、 泛 代数 、 拓 扑 学 、 超 复 变 函数 、 
离散 数学 和 组 合 数学 、 聚 类 分 析 、 模 糊 数学 、 经 济 学 、 地 理学 、 
科学 方法 论 、 科 学 学 与 文艺 理论 等 几 十 个 传统 专业 分 枝 中 的 一 些 
问题 开展 了 研究 ， 得 到 了 新 的 具体 的 结果 

泛 系 方法 论 提 供 了 一 种 新 的 横断 观 。 下 面 我 们 将 会 看 到 ， 从 
历史 源流 ， 从 概念 横贯 的 特点 以 及 具体 的 内 容 与 形式 ， 泛 系 方法 
论 与 传统 的 数学 方法 和 系统 方法 都 有 所 不 同 ， 更 有 别 于 国际 上 流 
行 的 普通 系统 理论 与 模糊 数学 的 研究 。 


$2. 历史 背景 中 国 古代 哲理 


在 数学 内 部 ， 泛 系 方法 论 的 一 些 原理 、 概 念 与 构思 来 源 于 于 
近 转 化 论 向 一 般 事 物 机 理 分 析 与 方法 论 的 转化 、 推 广 与 发 展 。 豆 
近 转 化 论 是 我 国 在 五 十 年 代 开拓 的 数学 内 部 跨 专 题 的 一 种 研究 ， 
侧重 从 逼近 的 转化 来 探讨 数学 中 的 一 些 广义 系统 、 转 化 与 对 称 。 
除开 相对 独立 地 开拓 一 些 新 的 专题 研究 外 ,逼近 转化 论 对 Walsh» 
Мергелян ,Үіепет, Banach,Lax 等 几 十 位 数学 家 的 一 些 有 定 评 
的 工作 有 所 推广 、 补 充 或 发 展 ， 得 到 几 百 个 新 的 结果 。 这 些 工作 
同时 也 为 泛 系 方法 论 的 创业 者 提供 了 数学 修养 方面 的 准备 。 

但 是 ， 泛 系 方法 论 研究 的 开展 主要 是 受 十 九 世纪 中 期 以 来 科 
学 发 展 的 整体 化 趋势 的 影响 。 学 科 的 急剧 分 化 、 相 互 浸透 与 协同 
发 展 的 新 形势 以 及 交叉 学 科 、 横 断 学 科 与 综合 性 技术 等 跨 学 科研 
究 的 涌现 ， 要 求 从 多 种 不 同 角 度 对 不 同 领域 的 科学 知识 进行 具体 
的 辩证 综合 ,发 掘 不 同 分 枝 之 间 更 多 的 横向 联系 。 知 识 的 系统 化 、 
元 科学 化 与 方法 论 的 数学 化 成 了 新 的 需要 ， 并 且 人 类 面临 的 许多 
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问题 也 有 待人 们 去 探讨 关于 复杂 的 大 系统 与 高 级 的 辩证 过 程 新 型 
的 原理 或 分 析 模 式 。 在 科学 技术 发 展 整体 化 趋势 的 影响 下 ， 重 新 
概括 当代 科学 的 一 些 成 就 并 承受 中 国 古代 哲理 与 方法 论 的 启示 ， 
人 们 发 现 广义 的 系统 、 转 化 、 对 称 等 概念 以 及 有 关 的 泛 系 关系 的 
数学 转化 正好 提供 一 种 新 的 具体 联系 多 种 学 科 的 大 横断 面 或 大 网 
络 。 关 于 这 种 泛 系 横断 观 的 多 能 性 与 普 适 性 我 们 可 以 追 济 到 中 国 
古代 的 ¢ 易 经 < 黑 经 (内 经 > 与 古 兵 法 中 某 些 积极 的 潜 科 学 的 原理 
与 分 析 模 式 。 

例如 , “ 易 经 ?用 抽象 的 阴阳 组 合 来 描 叙 和 分 析 万 事 万 物 ， 讲 
的 正 是 两 种 广义 系统 的 模拟 ， 它 也 可 看 成 当代 二 进 制 ,布尔 代 数 
人 工 语言 的 一 种 初级 形式 。 在 事物 机 理 的 分 析 中 , 《“ 易 经 ?强调 了 
交感 变化 ， 认 为 万 事 万 物 都 在 变 ， 但 变 中 又 有 相对 的 不 变 ， 有 变 
化 的 阶段 性 与 相对 稳定 性 ， 有 阴阳 周而复始 的 循环 。 除 开 应 该 屏 
弃 一 些 形 而 上 学 与 唯心 的 解释 外 ， 这 里 所 涉及 的 万 事 万 物 ， 交 感 
变化 ， 相 对 的 阶段 性 ， 不 变性 与 稳定 性 (包括 阴阳 与 循环 )、 正 分 
别 引伸 到 广义 的 系统 、 广 义 的 转化 与 广义 的 对 称 〈 泛 对 称 ) 的 概 
Ж. 

J Ж ПЖ ЭЁ ХАА ЧИЮ, УРЕЙ ра. ЖИП 
在 解释 人 类 认识 时 ， 所 说 的 “ 辨 ",， “W Оз) ЖИ 之 然 ， 
“RU , 接 也 ”指认 识 是 对 客观 事物 的 模拟 与 反映 。 要 有 所 知 ， 就 要 
与 事物 有 所 “ 接 ”, 这 里 使 我 们 看 到 观 与 控 的 联系 以 及 它们 与 模拟 
的 关系 ， 且 主体 与 客体 的 关系 与 * 易 经 ?的 观 物 取 象 的 观念 又 有 某 
种 抽象 的 共性 . 《“ 墅 经 ?在 研究 时 间 、 空 间 与 运动 时 指出 “ 久 ， 丈 
НЫ.” “Ч. BANE.” FR СВО w, ЕКА.” “К 
FETA CO 处 ， 字 字 南 北 〈 当 为 字 南 字 北 )， 在 卫 有 (又 ) 
在 莫 ， 字 徙 久 .? 这 里 对 时 间 与 空间 的 定义 是 通过 异同 关系 与 局 整 
关系 来 描述 的 ， 而 后 又 自然 地 与 动静 关系 联系 起 来 。 另 bk, «в 
经 ?总 结 并 发 展 了 中 国 古 代 的 逻辑 思想 ， 把 “ 明 同 异 ”作为 思想 上 
理论 上 的 生 克 “ 辨 ”的 作用 和 目的 之 一 ， 并 且 强 调 因果 关系 的 作 
用 (“以 说 出 故 ”)， 在 推论 中 必须 依据 所 谓 “ 类 ”( 同 类 的 事物 或 
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概念 ).“ 墨 经 ?认为 名 《〈 即 概念 ) 是 模拟 实 的 ， 并 把 名 分 成 达 、 类 、 
私 三 种 局 整 层次 ， 而 后 又 把 因果 概念 按 捉 并 观 控 与 局 整 关系 分 为 
大 故 与 小 故 ， 在 推理 中 强调 了 反复 推论 、 观 察 、 援 彼 例 此 以 求 同 
辨 异 。 所 有 这 一 些 都 充满 了 朴素 的 泛 系 关系 及 有 关 转 化 的 思想 。 

《孙子 兵法 < 孙 爱 兵法 ?与 < 三 十 六 计 ? 等 古 兵 法 已 认识 到 战争 
与 政治 、 经 济 及 自然 条 件 的 关系 ， 这 属于 生 克 对 策 与 广义 的 局 叉 
和 形 影 关 系 的 转化 。 另 外 ， 兵 法 强调 了 战争 的 胜 败 取决 于 客观 条 
件 及 可 观测 性 , “成功 出 于 众 者 ， 先 知 也 。 先 知 者 ，……， 必 取 于 
人 ， 知 敌 之 情 者 也 ,”“ 知 己 知 彼 ， 百 战 不 玛 ,” 这 些 论述 阐明 了 生 
克 对 策 与 观 控 约束 的 一 些 联系 .兵法 除了 研究 战争 中 速决 与 持久 、 
分 散 与 集中 等 动静 集散 关系 外 ， 特 别 注意 探讨 “ 数 ” 与“ 术 ” 
《或 条 件 、 规 律 与 谋略 ) 之 间 的 转化 。 认 识 到 条 件 的 人 为 可 变性 以 
及 在 条 件 下 谋略 的 可 机 动 性 ， 其 中 隐 含 了 不 同 阶段 、 不 辐 层次 观 
控 性 的 转化 以 及 生 克 对 策 与 广义 的 动静 和 集散 关系 的 联系 ， 这 为 
泛 系 关系 的 数学 转化 研究 提供 了 生动 的 素材 。 

我 国 的 《黄帝 内 经 ?是 周 秦 以 来 到 西汉 初 年 古代 医学 的 总 集 。 
在 方法 论 方面 ， 与 ( 易 经 > 和 古 兵法 有 许多 共通 之 处 ， 特 别 是 结合 
医学 实践 发 展 了 阴阳 五 行 学 说 和 人 与 “大 环境 ” 相 联系 的 广义 生 
态 观 ， 具 体 地 研究 了 观 控 、 模 拟 与 生 克 等 关系 的 联系 及 其 在 医学 
中 的 应 用 ， 生 化 出 来 的 表 里 分 析 、 脏 象 理论 、 五 行 生 克 与 辨证 论 
治 的 模式 潜在 地 含有 普 适 的 方法 论 意义 ， 除 开 包 括 现代 控制 论 中 
黑箱 、 灰 箱 与 辨识 等 原理 性 概念 的 朴素 形式 外 ， 还 隐藏 了 泛 系 的 
系统 观 、 转 化 观 与 对 称 观 ,包括 许多 泛 系 关系 转化 的 具体 例子 ， 它 
们 都 有 待 在 现代 科学 水 平 的 基础 上 给 予 披露 、 阐 述 与 提炼。 

在 中 国 传统 的 阴阳 分 析 方 法 中 ， 阴 阳 除 了 作为 一 种 人 工分 析 
语言 的 字母 表 外 ， 有 时 亦 作为 分 类 与 形成 抽象 模型 的 手段 ， 更 重 
要 的 是 用 它 来 表征 的 往往 就 是 泛 系 方法 论 所 要 概括 的 泛 对 称 的 原 
型 素材 ， 而 阴阳 的 转化 自然 也 就 应 发 展 为 泛 系 方法 论 所 强调 的 泛 
系 关系 的 转化 。 

中 国 古 代 的 哲理 与 方法 论 具有 跨 学 科 综 合 分 析 的 特点 ， 但 也 
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良 劳 不 齐 ， 除 了 思辨 性 论 理 一 般 的 缺点 外 ， 还 包括 了 许多 不 科学 
的 、 神 秘 的、 牵强 的 比 附 与 腾 测 ， 许 多 泛 系 的 概念 还 是 偶然 的 ， 
有 时 是 做 忽 即 逝 和 尚未 展开 的 ， 自 然 也 未 充分 地 科学 显 化 ， 更 谈 
不 上 数学 化 。 取 其 精华 ， 弃 其 精 煌 ， 可 以 外 化 出 多 种 胚芽 ， 分 刘 
出 多 种 现代 科学 的 分 枝 或 专题 。 但 是 结合 当代 科学 技术 的 进展 ， 
自觉 而 系统 地 发 展 其 中 广义 的 系统 观 、 转 化 观 与 对 称 观 ， 使 其 中 
的 泛 系 关 率 的 转化 规律 从 潜 科 学 中 显 化 出 来 ,逐步 数学 化 ,使 之 达 
到 当代 科学 的 构造 性 论 理 思维 的 水 平 ， 这 却 是 一 个 从 未 有 过 的 工 
作 。 泛 系 方法 论 研究 的 开展 ， 既 是 迎合 科学 发 展 整体 化 的 需要 ， 
也 是 对 中 国 的 某 些 古代 哲理 与 方法 论 的 科学 化 和 数学 化 的 一 种 别 
具 一 格 的 探索 。 

西方 科学 侧重 显 微 与 限定 的 分 析 模 式 ， 而 中 国 哲理 则 擅长 关 
系 的 分 析 与 关系 转化 的 分 析 。 泛 系 方法 论 的 进一步 研究 希望 把 二 
者 有 机 地 结合 起 来 。 


$3. 泛 系 概念 的 普 适 性 


泛 系 方法 论 的 一 些 原理 性 概念 不 只 与 中 国 古 代 哲 理 、 方 法 论 
以 及 后 来 的 逼近 转化 论 有 关 ， 事 实 上 它们 几乎 遍及 当代 一 切 科学 
分 枝 . 侧 重 这 些 概念 的 普 适 性 ,大 横断 性 或 多 能 网 络 性 去 研究 事物 
或 科学 知识 的 统一 性 与 有 关 的 数学 形式 ， 这 使 泛 系 方法 论 在 广泛 
的 研究 中 具有 相对 的 限定 性 、 具 体 性 和 确定 性 ， 因 而 使 有 关内 容 
能 从 知识 体系 的 一 般 分 析 研究 中 分 化 出 来 。 

泛 系 方法 论 所 讲 的 广义 的 系统 是 指 某 些 事物 集合 与 某 些 有 关 
的 泛 结 构 集合 的 形式 结合 或 统一 体 。 这 里 泛 结构 是 指 能 用 数学 形 
式 描述 的 一 般 关系 、 关 系 的 关系 、 动 态 关系 、 仿 参量 的 关系 与 结 
构 等 概念 的 概括 与 推广 。 广义 的 系统 的 概念 概括 了 通常 系统 科学 
与 数理 科学 中 的 系统 、 结 构 、 形 式 与 量 等 概念 ， 可 以 用 来 描述 一 
般 的 系统 与 事物 ， 亦 可 用 来 刻 划 性 质 、 条 件 与 规律 。 变 化 .运动 、 
发 展 、 转 化 与 过 程 往往 可 用 动态 的 或 参量 的 广义 系统 来 表征 ， 它 
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们 本 身 又 可 类 来 而 成 为 广义 的 系统 。 泛 系 方法 论 所 说 的 广义 对 称 
或 泛 对 称 是 传统 的 对 称 性 ,不 变性 ,守重 性 、 稳 定性 、 周 期 性 等 概 
念 的 概括 ,推广 与 发 展 ,是 指 广 义 系统 转化 中 泛 结构 的 相对 守恒 性 
与 广义 封闭 性 ,是 指 变动 与 相对 不 变 、 自 由 与 约束 的 联系 与 转化 。 
因此 ， 泛 对 称 也 可 看 成 一 种 广义 的 动静 关系 .通常 所 说 的 规律 性 、 
各 向 同性 、 均 匀 性 、 极 值 性 、 相 对 性 、 动 平衡、 蜀 性、 惯性 、 
Niether 型 定理 、 协 变性 等 物理 科学 中 的 概念 都 包含 有 变 中 有 所 
不 变 、 而 不 变 中 又 有 所 变 的 泛 对 称 。 泛 结构 可 看 成 事物 集合 的 一 
种 广义 约束 ， 是 事物 的 组 织 化 ， 因 而 广义 系统 的 概念 以 及 有 关 的 
系统 科学 和 数学 的 基本 概念 本 质 上 即 包 含有 泛 对 称 的 因素 .此 外 ， 
在 事物 的 辩证 分 析 中 ， 我 们 都 知道， 量变 对 于 质变 有 时 表现 为 一 
种 相对 静止 。 形 式 对 于 内 容 往 往 有 一 种 相对 稳定 性 。 现 实 性 或 特 
殊 性 在 一 定 情况 下 表现 为 可 能 性 或 一 般 性 的 一 种 进一步 选 定 ,“ 否 
定 的 否定 ”一 方面 表现 为 与 “肯定 ”在 内 容 方面 有 质 的 差别 ， 另 
一 方面 在 某 些 形式 上 又 表现 为 与 “肯定 ”有 相似 之 处 。 这 一 些 
说 明 泛 对 称 也 是 与 辩证 法 有 关 的 并 且 是 在 科学 问题 分 析 中 具有 方 
法 论 性 的 概念 。 

按 广义 的 动静 关系 来 描述 的 泛 对 称 与 其 它 泛 系 关系 有 许多 深 
刻 的 联系 。 例 如 在 一 定 的 条 件 下 ， 微 观 , 整 体 、 形 系统 、 分 散 、 差 
异 、 相 克 、 控 制 等 相应 为 多 变 ， 而 宏观 、 局 部 、 影 系统 、 集 中 、 
类 同 、 相 生 、 观 测 等 又 相应 为 相对 的 少 变 。 直观 的 模拟 本 来 就 指 
由 原型 到 模型 的 转化 中 变 中 有 所 不 变 ， 所 以 模拟 概念 也 是 天 然 地 
与 泛 对 称 概 念 相 联系 的 。 有 趣 的 是 ， 反 对 称 是 与 对 称 概念 相对 立 
的 ， 但 它 可 看 成 是 广义 空间 简 并 后 的 不 变性 ， 因 而 属于 一 种 特殊 
的 泛 对 称 。 一 般 说 ,不 可 道 性 与 对 称 的 破 缺 并 不 限定 泛 对 称 概念 的 
敬 适 性 。 同 样 地 ， 一 些 较 复杂 的 分 析 也 可 阐明 因果 关系 、 泛 序 关 
系 或 主 次 关系 以 及 串 并 关系 同 泛 对 称 的 联系 。 由 于 泛 系 关系 在 一 
定 条 件 下 可 以 相互 转化 ， 所 以 泛 系 关系 及 有 关 的 转化 既 涉 及 广义 
的 系统 概念 ， 也 涉及 广义 的 转化 与 对 称 ， 有 时 也 可 看 成 是 泛 对 称 
的 一 些 不 同 的 典型 表现 形式 。 
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泛 系 关系 转化 的 研究 的 重要 性 还 在 于 它们 与 当代 一 些 重 要 学 
科 有 深刻 的 联系 ,可 以 证 明 , 局 整 关系 与 形 影 关系 是 一 切 数学 关系 
的 基础 ( 模 煌 集 论 或 模糊 数学 只 不 过 是 用 形 影 关系 来 模拟 模糊 的 
局 整 关系 ), 当 代 控 制 论 与 元 诊断 学 主要 是 研究 某 些 因果 关系 、 观 
控 关 系 系 ( 表 里 关系 ) 与 模拟 关系 ,而 系统 论 (或 系统 方法 ) 与 元 生态 
学 的 原理 性 概念 则 是 建立 在 动静 、 局 整 . 生 克 、 主 次 等 关系 之 上 的 。 
突变 论 主要 研究 光滑 性 渐变 与 弧 立 性 突变 间 的 关系 ， 研 究 这 种 关 
系 中 流 形 结构 的 稳定 性 。 协 同学 与 耗 散 结构 理论 主要 研究 远离 平 
衡 态 的 开放 系统 ,在 保证 外 流 的 条 件 下 , 探讨 系统 如 何 自 组 织 成 某 
些 有 序 结构 以 及 如 何 会 具有 有 关 的 功能 和 行为 。 这 三 种 理论 都 是 
在 研究 某 些 动静 关系 及 其 转化 的 规律 在 对 中 国 古 代 哲 理 与 方法 
论 的 分 析 中 ， 我 们 已 经 看 到 认识 论 、 军 事 科 学 、 对 策 论 、 逻 辑 学 、 
医学 等 ,与 一 些 泛 系 关系 的 联系 ,在 这 些 科学 的 近代 发 展 中 ， 这 种 
联系 都 得 到 了 强化 而 具有 更 为 明晰 的 形式 。 泛 系 关系 所 体现 的 泛 
对 称 可 以 看 成 是 事物 机 理 的 辩证 分 析 中 过 到 的 典型 而 基本 的 矛 
慎 ， 而 任何 事物 的 矛盾 也 必然 与 其 些 泛 系 关系 所 体现 的 泛 对 称 至 
少 在 概念 上 或 形式 上 相 联系 。 实 际 上 ， 离 开 了 局 整 、 形 影 . 生 克 、 
主 次 与 异同 等 关系 ， 我 们 甚至 很 难 描述 对 立 统一 律 本 身 。 现 在 还 
发 现 数理 科学 中 绝 大 部 分 的 重要 规律 是 以 泛 对 称 的 形式 出 现 的 。 
实质 上 讲 ， 泛 系 方法 论 是 以 广义 系统 转化 中 的 泛 对 称 和 事物 机 理 
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АФ, ЭНЕ “ЙБ “А” 的 对 立 统 
一 中 发 展 ， 有 如 百川 竞 流 ， 万 木 争 荣 。 泛 系 方法 论 的 概念 就 像 吹 
拂 于 百川 万 水 之 上 自由 的 风 涛 ， 在 不 同 的 领域 闻 飞 翔 ， 对 事物 机 
理 的 研究 可 期 望 带 来 多 学 科 辩 证 综合 的 清新 的 气息 。 


$4. 泛 系 理论 的 一 些 具体 研究 和 应 用 


泛 系 方法 论 给 出 了 广义 系统 的 限定 、 扩 展 、 投 影 与 赋 形 的 一 
些 数学 定义 ， 用 来 描述 广义 的 局 整 关系 与 形 影 关 系 ， 并 且 在 这 基 
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础 上 来 研究 一 般 的 泛 系 关系 的 形式 。 例 如 投影 与 冉 形 的 复合 叫 硬 
模拟 ， 泛 结构 之 间 的 硬 模拟 叫 软 模拟 〈 通 常 的 功能 模拟 是 它 的 特 
殊 形式 )， 赋 形 与 投影 的 复合 叫 隐 模 拟 〈 它 以 通常 的 隐 函 数 为 特 
例 )， 扩 展 、 隐 模拟 与 限定 的 复合 叫 协 模拟 ， 扩 展 与 投 影 的 复合 
叫 岛 融 ， 限 定 与 赋 形 的 复合 叫 显 微 ， 等 等 。 赋 形 НВ) 5R 
定 的 复合 可 形成 各 种 各 样 的 多 元 关系 。 具 有 自 返 性 和 对 称 性 的 二 
元 关系 叫 半 等 价 关系 ， 更 具有 传递 性 的 二 元 关系 叫 等 价 关系 。 它 
们 都 用 来 描述 异同 关系 ， 也 是 描述 各 种 泛 对 称 的 一 种 工具 。 集 合 
论 中 的 一 些 转化 与 运算 ， 以 及 上 面 介绍 的 一 些 转化 与 运算 就 可 以 
复合 成 各 种 各 样 的 “ 泛 系 运算 ”， 包 括 能 把 各 种 关系 转化 为 异同 
关系 与 泛 系 序 关系 的 泛 系 算 子 。 

泛 系 方法 论 研究 了 异同 关系 的 各 种 新 的 性 质 。 例 如 半 等 价 性 
对 应 一 种 不 分 明 划 分 ， 分 出 的 模块 组 成 原型 的 所 谓 商 系统 ， 而 原 
型 与 商 系统 之 间 有 一 种 隐 模 拟 关 系 、 对 于 等 价 关系 ， 相 应 的 划分 
即 变 为 分 明 的 ， 而 且 隐 模拟 则 转化 为 投影 。 一 般 情况 下 半 等 价 性 
对 下 列 泛 系 运算 都 是 封闭 的 或 守恒 的 ， 限 定 、 投 影 、 赋 形 、 显 微 、 
硬 模拟 、 隐 模拟 、 析 取 ( 并 )、 合 取 ( 交 )、 求 反 与 复合 〈 当 可 交换 
BJ) 等 . 此 外 还 可 以 定义 半 等 价 关系 的 一 种 乘法 与 除法 。 在 这 些 
工作 的 基础 上 , 泛 系 方法 论 发 展 了 泛 代 数 或 洛 论 的 基本 同 态 定理 ， 
使 之 成 为 具有 一 般 方法 论 的 模式 。 

利用 半 等 价 关 系 的 基本 性 质 ， 泛 系 理论 得 到 泛 系 关系 相互 转 
化 以 及 相对 守恒 、 相 对 封闭 的 数 百 个 数学 定理 。 例 如 隐 模拟 与 其 
逆转 化 的 复合 是 一 种 半 等 价 关 系 ! 隐 模 拟 使 第 并 关系 、 求 同 关系 、 
各 种 广义 的 连通 性 、 反 关系 和 某 些 泛 系 算 子 守恒 ， 而 赋 形 则 进 一 
步 使 辩 异 性 、 等 价 性 、 补 关系 及 各 种 广义 的 解 耦 性 守 便 。 同 时 泛 
系 方法 还 提供 了 找到 隐 模 拟 “ 显 化 ”或 “局 部 显 化 ”为 硬 模拟 、 
投影 和 赋 形 的 方案 ， 并 在 这 基础 上 来 强化 某 些 守 全 性 、 观 控 性 与 
因果 关系 . 此外, 泛 系 方法 论 研究 了 渐变 与 突变 的 一 类 基本 模式 ， 
探讨 它们 与 异同 关系 的 联系 ， 发 现 它们 对 限定 、 赋 形 与 显 微 都 是 
守恒 的 也 即 某 些 动静 关系 在 转化 中 又 有 相对 稳定 性 。 在 这 基础 
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上 ， 泛 系 方法 论 推 广 了 拓扑 学 中 的 不 定点 定理 (包括 在 数理 经 济 
学 中 非常 有 用 的 著名 的 Kakutani 定 理 ) ,在 非常 一 般 的 条 件 下 讨论 
了 一 些 泛 结构 的 相对 不 变性 。 

把 泛 系 算 子 引入 可 以 得 到 一 些 形 式 简明 的 数学 新 结果 。 找 到 
了 Scott 计算 理论 的 基本 概念 ( 邻 域 、 区 域 与 近似 映射 ) 之 间 的 泛 
系 表 达 式 ， 证 明了 近似 映射 集 与 象 集 所 在 区 域 是 等 势 的 。 泛 系 方 
法 论 也 研究 了 形式 语言 与 自动 机 的 新 关系 以 及 系统 诊断 和 容错 计 
算 机 理论 的 某 些 新 问题 ， 包 括 推广 布尔 差分 与 星 算法 的 概念 以 及 
Gray 和 Meyer 在 网 络 故 障 定位 研究 中 的 一 些 结果 。 此 外 ， 泛 系 
理论 提出 的 泛 系 程序 与 自 织 组 程序 泛 系 自动 机 的 概念 概括 了 传统 
计算 机 与 自学 可 联想 智能 机 的 某 些 原理 。 

在 发 展 广义 序 或 泛 序 关系 研究 的 基础 上 ， 泛 系 方法 论 给 单 向 
性 、 层 次 性 与 可 比较 性 提供 了 明晰 的 数学 形式 ， 把 通常 的 传递 性 
推广 为 拟 传递 性 ， 并 研究 它 与 其 它 泛 系 关系 的 转化 。 而 广义 序 的 
泛 系 研究 又 从 新 的 角度 来 促进 优化 运筹 、 数 理 经 济 学 、 模 糊 数学 
与 自然 界 辩证 法 范畴 等 的 某 些 探索 . 

在 泛 系 关系 转化 的 框架 下 ， 泛 系 理论 还 把 控制 论 中 的 黑箱 原 
理 、 态 空间 方法 、 白 箱 与 灰 箱 的 概念 发 展 为 泛 箱 原理 与 泛 系 观 控 
+. 黑箱、 白 箱 与 灰 箱 都 可 看 成 按 不 同 宏 微 、 局 整 、 形 影 层次 对 
事物 对 象 观测 的 结果 或 方式 ， 它 们 都 可 看 成 一 些 特殊 的 泛 系 运算 
的 结果 ， 看 成 一 些 特殊 的 泛 箱 。 在 泛 箱 原理 与 泛 系 观 控 性 中 ， 我 
们 可 以 考虑 观 控 更 为 复杂 的 层次 与 水 平 ， 研 究 多 种 观 控 的 生 克 关 
系 及 转化 中 的 泛 对 称 ， 解 消 了 传统 文献 中 的 特 化 条 件 ， 统 一 处 理 
了 模糊 性 与 非 乏 晰 性 问题 ,使 有 关 原 理 具有 更 普 适 的 方法 论 意义 。 
这 些 工作 从 原理 到 具体 结果 推广 了 Wiener 与 Kalman 的 一 些 研究 。 
此 外 ， 利 用 泛 系 算 子 ， 我 们 可 以 得 到 广义 系统 与 广义 转化 的 各 种 
简化 分 解 的 充分 必要 条 件 ， 发 展 了 控制 论 中 的 解 耦 原理 ， 建 立 了 
各 种 连通 性 与 集散 性 的 数学 联系 ， 为 拓扑 学 的 基础 研究 提供 了 某 
些 新 的 建议 。 

泛 系 方法 论 发 展 了 新 的 抽象 的 网 络 分 析 , 研究 了 以 传统 网 络 、 
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随机 网 络 、 模 糊 图 和 模糊 变换 为 特 款 的 泛 权 网 络 的 泛 系 关系 ， 提 
出 了 一 种 约 化 原则 ， 它 能 给 抽象 网 络 一 下 提供 上 百 个 泛 系 定理 以 
资 分 析 ， 并 且 得 到 了 极 大 流 极 小 截 定理 及 生态 金字 塔 原 理 的 抽象 
推广 形式 。 另 外 ， 泛 系 网 络 分 析 提出 投影 运筹 原理 与 结合 律 、 分 
配 律 、 交 换 律 等 的 赋 形 守恒 原理 ， 它 们 揭示 了 一 些 广义 优化 或 主 
次 关系 在 局 整 、 形 影 转 化 中 的 相对 守恒 性 ， 因 而 用 新 的 观点 发 展 
了 动态 规划 中 的 优化 原理 和 博 奕 论 中 的 微分 对 策 原理 以 及 有 关 的 
算法 模式 . 这 种 工作 不 但 统一 处 理 了 传统 网 络 分 析 、 动 态 规划 、 
动态 对 策 与 模糊 数学 的 许多 原理 与 算法 ， 而 且 可 推 而 广 之 用 于 多 
阶 优化 并 列 的 新 闻 题 。 泛 系 方法 论 还 吸取 了 五 行 生 克 关系 中 的 合 
理 成 分 ,提出 了 一 种 生 克 自动 机 网 络 的 结构 ， 统 一 处 理 了 一 大 
类 系统 的 平滑 、 滤 波 、 外 推 与 动态 对 策 的 问题 。 把 对 策 性 、 观 控 
性 与 运筹 性 结合 起 来 ， 它 可 看 成 为 认识 、 实 践 与 价值 三 者 相互 联 
系 的 一 种 具体 的 简化 模型 ， 也 可 看 成 是 一 大 类 矛盾 的 形式 化 的 撒 
Ж. 
借助 于 泛 系 关系 的 转化 ， 泛 系 方法 论 研究 了 适用 于 自然 界 、 
社会 、 学 科 关系 与 思维 过 程 的 层次 原理 ， 给 出 了 具体 的 数学 论证 
вй. 

诺 贝尔 奖金 获得 者 Arrow 在 数理 经 济 学 中 得 到 了 著名 的 不 可 
能 性 定理 ， 曾 被 誉 为 国际 数学 界 的 重要 成 就 。 用 泛 系 方法 来 研究 
主 次 关系 或 广义 序 关 系 在 局 整 、 形 影 转 化 中 的 相对 守恒 性 ， 它 导 
致 对 Arrow 定 理 较 成 功 的 补充 与 发 展 。 在 经 济 上 合理 的 条 件 下 发 
现 了 Arrow 忽 视 了 的 某 些 重要 的 可 能 性 ， 解 决 了 个 体 序 与 社会 序 
的 协调 问题 ， 并 给 出 了 三 种 算法 。 另 外 ， 泛 系 方法 论 发 展 了 传统 
数理 经 济 学 中 的 著名 的 价格 均衡 问题 的 研究 ，( 广 Ж Arrows 
Debreau 模型 ) 证 明了 单纯 交换 经 济 模型 在 拟 传递 偏好 序 下 的 均 
衡 价 格 是 存在 的 。 同 时 ， 泛 系 网 络 分 析 也 为 投入 产 出 法 进一步 的 
理论 研究 与 应 用 研究 提供 了 新 的 基础 。 结 合 泛 系 观 控 性 ， 现 在 正 
在 发 展 宏观 经 济 可 控 、 微 观 经 济 机 动 灵活 以 及 对 内 协调 、 对 外 开 
放 的 泛 系 模型 。 
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与 数理 经 济 学 相 联系 ， 泛 系 方法 论 还 研究 了 元 生态 与 元 地 理 
学 的 一 些 概 念 与 原理 ， 涉 及 动态 的 综合 区 划 与 规划 、 农 业 气 候 的 
适 配 性 、 人 口 动态 分 布 与 大 生态 环境 的 联系 、 地 和 貌 的 形成 机 制 、 
Hopkins 的 物候 律 ， 等 等 。 

泛 系 方法 论 发 现 数学 中 数 系 概念 发 展 的 模式 基本 上 是 隐 模 拟 
与 协 模拟 。 在 这 基础 上 ， 泛 系 方法 论 探 讨 了 一 般 量化 的 概念 。 结 
合 可 除 性 与 收敛 性 的 赋 形 泛 对 称 分 析 ， 我 国 发 展 了 新 的 超 复 变 函 
数论 的 研究 ， 把 隐 模 拟 与 协 模 拟 用 于 因果 分 析 ， 不 但 可 得 到 不 确 
定 对 应 中 探索 一 意 性 因 或 果 的 模式 ， 而 且 可 以 模拟 许多 复杂 的 、 
不 能 按 传统 方式 建立 数学 模型 的 控制 过 程 、 观 测 过 程 、 观 控 联 立 
过 程 ， 并 包括 大 多 数 的 模糊 控制 。 因 而 ， 对 把 许多 人 工控 制 转化 
成 技术 系统 提供 了 某 种 人 工 智能 的 原理 。 

一 个 进化 发 展 的 广义 系统 (包括 事物 过 程 ), 在 非常 -- 般 的 条 
件 下 ， 前 后 阶段 是 相互 隐 模 拟 或 协 模拟 的 ， 因 而 后 阶段 系统 总 是 
或 隐 或 显 地 呈现 类 似 于 前 阶段 系统 的 某 些 泛 结构 ， 这 种 前 后 关系 
反复 地 进行 就 使 得 发 展 的 广义 系统 具有 隐 性 的 或 显 性 的 全 息 重 演 
性 。 它 包括 各 阶段 广义 环境 通过 另外 的 隐 模 拟 或 协 模拟 带 来 的 某 
些 泛 结构 ,这 种 规律 就 是 泛 系 方法 论 概括 出 来 的 泛 系 全 息 重 演 律 ， 
它 说 明了 事物 发 展 中 许多 广义 的 全 息 性 与 重演 性 的 机 理 ， 包 括 各 
种 层次 的 动态 发 展 的 自然 系统 、 生 物 系 统 、 生 理 系统 、 心 理 系统 
(认识 系统 与 智能 系统 )、 技 术 系统 、 社 会 系统 与 科学 理论 系统 。 
广义 的 泛 系 全 息 重 演 律 描述 的 是 有 参量 特别 是 包括 时 空 参量 ) 
的 广义 系统 (转化 与 对 称 ) 中 各 子 系统 、 影 系统 之 间 的 泛 系 模拟 
机 制 。 天 文学 、 考 古 学 、 各 种 史学 、 未 来 学 、 地 质 学 、 科 学 学 、 
各 种 演化 论 〈 包 括 进化 论 ) 以 及 计算 机 模拟 应 用 等 等 ， 都 大 量 利 
用 了 不 同 速度 、 不 同 空间 、 不 同 长 短 时 间 与 不 同 历时 共 时 比 的 广 
义 系统 或 过 程 之 间 的 模拟 。 所 以 泛 系 全 息 重 演 律 的 具体 形式 的 进 
一 步 研究 ， 将 是 非常 有 意义 的 课题 。 

在 泛 系 关系 转化 的 框架 下 ， 泛 系 方法 论 还 用 新 的 观点 与 方法 
推广 了 通信 与 翻译 中 的 组 合 电 化 原理 ， 发 展 了 生物 学 与 生态 学 中 
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的 生态 环境 与 生态 型 等 概念 以 及 中 医 中 的 脏腑 经 络 与 表 里 分 析 的 
概念 ， 使 它们 成 为 方法 论 性 的 原理 ， 另 外 建立 了 辩证 论 治 的 泛 系 
模型 ， 用 它 来 统一 中 医 、 西 医 及 一 般 系统 的 诊断 与 治理 的 一 些 概 
念 。 除了 开展 图 论 中 新 的 着 色 问 题 与 匹配 问题 的 研究 外 ， 泛 系 方 
法 论 还 探讨 了 半 等 价 关系 与 区 组 设计 以 及 与 Kinig 系 统 的 关系 ， 
推广 了 分 析 数 学 、 离 散 数 学 与 组 合 数 学 中 的 一 些 基本 结果 ， 例 如 
隐 函 数 定理 ，Dilworth 型 定理 与 Burnsjde 型 定理 ， 并 使 它们 与 一 
般 方法 联系 起 来 。 

利用 泛 对 称 的 数学 转化 ， 泛 系 方法 论 提 出 了 一 种 鸟 晤 程序 ， 
间接 微 模型 一 直接 微 模型 一 宏 模型 。 这 模式 概括 了 多 种 学 科 中 的 
宏观 化 程序 。 另 外 还 提出 了 分 析 问 题 的 “三 级 跳远 方法， 由 事 
物 原型 经 过 某 些 多 元 关系 或 广义 系统 的 描述 ， 转 到 一 系列 二 元 关 
系 或 广义 的 转化 ， 再 形成 某 些 异同 关系 或 其 它 泛 系 关系 的 转化 ， 
得 到 一 些 泛 对 称 式 的 概念 、 原 理 和 规律 ， 最 后 再 返回 用 于 原型 事 
Y. 也 即 ， 原 型 一 > 广义 系统 ， 转化。 对 称 一 > 原型 。 这 一 模式 
在 某 些 方面 具体 地 模拟 了 “具体 一 > 抽象 一 > 具体 ”与 “实际 
一 > 理论 一 > 实际 ”的 认识 程序 。 在 这 种 认识 的 基础 上 ， 泛 系 方 
法 论 对 对 应 原理 、 类 比 法 、 条 件 反射 、 集 成 化 、 传 统 分 析 法 与 模 
断 科 学 法 等 概念 发 展 了 一 些 数学 模型 ， 并 且 探讨 了 下 列 一 系列 关 
系 的 某 些 数学 形式 ， 量 变 与 质变 ， 人 性 能 与 结构 、 人 的 智能 与 人 工 
智能 、 还 原 论 与 还 原 原 理 、 有 穷 与 无 穷 、 原 型 与 模型 、 模 型 与 简 
化 模型 、 矛 盾 条 件 与 模型 协调 性 ， 等 等 ， 同 时 对 逼近 论 、 泛 代数 、 
模糊 数学 与 开关 理论 的 进一步 研究 也 提供 一 些 具 体 的 新 的 方案 。 

把 泛 系 观点 用 于 力学 与 物理 中 一 些 具体 的 泛 对 称 研究 ， 提 出 
了 拟 摩擦 裂 孙 强 度 模型 ， 从 新 的 角度 讨论 了 物理 大 系统 的 不 可 约 
性 、 相 图 分 割 原理 与 键 参数 函数 方法 ， 同 时 在 电磁 介质 动力 学 的 
研究 中 ， 证 明了 在 一 定 条 件 下 ， 下 列 泛 对 称 是 相互 转化 的 ， 电 导 
率 近似 守恒 为 零 或 无 限 大 ， 速 度 环流 守重 ， 角 速度 通 量 守恒 ， 角 
速度 管 强 时 空 守恒 ， 磁 感 强度 通 量 守恒 ， 磁 感 强度 管 强 时 空 守恒 
等 。 这 些 结果 推广 、 补 充 或 发 展 了 Carstoiu。Alfven, Thomson, 
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Cowling 等 的 一 些 研究 。 
$5. 结束 语 


泛 系 方法 论 已 经 不 是 埋 在 地 下 的 种 子 ， 而 是 大 地 上 一 种 发 展 
中 的 新 生 群 落 。 从 体系 上 看 ， 泛 系 方法 论 的 特点 已 初步 形成 ,但 
是 理论 框架 尚 待 进一步 修整 与 充实 。 

一 般 知识 体系 可 分 为 三 个 层次 ， 经 验 的 知识 、 理 论 的 知识 与 
方法 论 知 识 。 经 验 性 的 知识 〈 包 括 按 古 典 思 辨 或 半 思 辨 方式 概括 
组 织 的 理论 知识 与 方法 论 知识 ), 以 及 过 分 专门 化 的 理论 方法 ， 它 
们 的 普遍 而 具体 的 运筹 性 就 比较 差 。 除 了 为 得 到 一 些 关 于 人 工 智 
能 与 模式 识别 新 的 原理 外 ， 泛 系 方法 论 研究 的 开展 的 一 个 重要 目 
的 是 尽量 发 展 某 些 属于 方法 论 知识 层次 的 数学 化 模式 与 人工 语 
言 ， 发 展 一 种 相对 普 适 的 、 抽 象 的、 理论 的 数学 化 的 人 工 智能 ， 
使 之 成 一 种 抽象 的 信息 加 工 枢纽 和 一 种 抽象 的 智能 放大 系统 一 一 
智能 泛 系 放大 系统 。 而 这 种 数学 化 的 抽象 智能 放大 系统 的 研究 自 
然 又 将 为 设计 新 型 的 人 工 智能 技术 系统 提供 新 的 理论 参考 。 

马克 思 和 恩格斯 曾经 指出 过 :“ 一 种 科学 只 有 当 它 达到 了 能 够 
运用 数学 时 ， 才 算 真 正 发 展 了 。”“ 数 学 是 辩证 的 辅助 工具 与 表现 
方式 。“ 一 个 民族 想 要 站 在 科学 的 最 高 峰 ， 就 一 刻 也 不 能 没有 理 
论 思维 。” 这 些 伟 人 的 见解 对 我 们 进一步 的 科学 工作 具有 巨大 的 措 
导 意 义 。 

现在 人 类 正面 临 着 一 场 继 农业 革命 《用 了 约 1 万 年 )、 工 业 革 
命 (用 了 约 300 年 ) 之 后 的 信息 革命 或 智能 革命 , 它 将 是 影响 更 为 
深 广 、 冲 击 更 为 猛烈 的 又 一 次 巨大 革命 。 知 识 体系 跨 学 科 的 、 数 
学 化 的 辩证 综合 以 及 方法 论 、 认 识 科学 与 事物 发 展 的 某 些 辩 证 规 
律 数学 化 的 研究 正 是 迎合 这 种 革命 的 一 种 潮流 .这 种 跨 学 科 数 学 
化 的 研究 其 意义 也 许 不 会 亚 于 微 积分 、 牛 顿 力 学 、 相 对 论 与 控制 
论 的 创立 ， 而 这 一 伟大 的 工作 更 非 三 种 五 种 理论 、 三 代 五 代 人 所 
能 够 完成 。 泛 系 方法 论 的 研究 可 看 成 是 一 种 富有 成 果 、 引 人 入 胜 
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的 初步 的 尝试 。 在 伟大 的 潮流 里 ， 它 尚 属 一 股 引 潮 的 浪 涌 ， МП 
可 以 期 望 将 来 在 学 术 界 会 出 现 许多 推动 群 山 的 工作 。 
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